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Vorrede. 



Scbon in den ültesteB Zeiten finden wir bei den Indern die 
sioheraten Sparen von der Beschäftigung mit unbestimmten Aufga- 
ben, «1 deren Auflösung sie ihren Scharfeinn übten. Später wa- 
ren es unter den Griechen Pythagoras, Plato und aDermeisC Dio- 
ptumtus, welche dieses Feld arithmetischer Speculation cultivirten. 

Aber es fehlte noch an einer wissenschaftlichen Grundlage, 
da noch keine feste allgemeine- Zahlentheorie existirte und erst nach 
der allmäligen Herstellung der schönsten aller mathematischen Doc- 
trinen — dem Lehrgebäude der Algebra — erhielt auch die un- 
h^üamXe Analytik oder die Diophantische Kunst das Gepräge 
einer selbständigen Wissenschaft, zu deren Aufbau vornehmlich 
Format, Bachet de Mexiriac, Vieta, Euler, Lagrange, Legendre und 
G«u0$ bdgetragen haben. 

Der neuesten Zeit war es vorbehalten, diesen Theil der Ana- 
lysis auch auf weitere Kreise auszudehnen , so dass dersdbe jetzt 
vidki^t auf den meisten deutschen Gymnasien , mehr oder weni- 
ger umfassend, Gegenstand des Unterrichts geworden ist. 

Um so erfreulicher ist es daher dem Verf., auch bei erfah- 
rwm Sc&ulflBännem Uebereinstimmung mit seinen Ansichten zu fin- 
den, ftus diddgtischen Gründen diesen Zweig der Analysis früher, als 
bisher üblich, hervorzidieben und so für denselben mehr und mehr 
Boden zu gewinnen. Die Erfahrung hat gelehrt, dass selbst noch 
junge Rechner em hohes Interesse an unbestimmten Aufgaben lin- 
den und das Anziehende der Sache, sobald si^ nur die ersten vor- 
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bereitenden Stufen erreicht haben, deutlich zu erkennen geben. 
Dieser in der Natur des menschlichen Geistes liegende Umstand 
giebt dem Lehrer einen Wink, das Feld der Analytik für diesen 
Zweck mehr zu cultiviren. 

Bereits im vorigen Jahre gab einer meiner talentvollsten ehema- 
ligen Schüler eine „Unbestimmte Analytik" heraus; jedoch ist dieses 
vortreffliche Werk zunächst nur für ^ Mathematiker von Fach ge- 
schrieben und dürfte erst später seine reichlichem Früchte tragen. 

Bei der verhältnissmässig geringen Anzahl der Beispiele in 
unsem beliebtesten- arithmetisch -algebraischen* ExenpoMchem des 
Meier Hursch, Sdlomon und Heis, schien es daher zeitgemftss, das 
Material eines neuen Lehrbuches, den Schülern der oberen das^ 
sen auf Gymnasien und anderen höheren Untenicbtsanstalten, sowie 
auch den Freunden und Liebhabern der Algd)ra vorzulegen, wa- 
ches in Verbindung mit der Zahlentheorie*) eine ebenso edle als 
kräitige Geistesnahrung zu gewähren vermag. 

Die innere Einrichtung dieses Lehrbuches ist so getroffetf, 
dass das Ganze in zwei Abtheilungen zerMt, deren jede aus meh- 
reren Capitehi besteht. Die erste umfasst die Auflösung der Glei- 
chungen vom ersten, die zweite die vom' zweiten| Grade, von 
den einfachsten Formen zu den zusammengesetztem ^systematisch 
weiter führend. Dabei richtete ich mein Augenmerk vorzüglich ^aü! 
eine zweckmässige Auswahl mannichfaltiger Aufgaben zur Debung, 
welche am Ende jeder Abtheilung folgen. 

Nur ungern entschloss ich mich, mehrere Lehren wegzidan- 
sen, um das Buch nicht zu sehr auszudehnen; es blieben z.B.' weg 
die Congruenz der Zahlen, die von Dachet zuerst gegebene Auflö- 
sung unbestimmter Gleichungen, sowie auch eine rein arithmetische 
von Unger; doch konnte es der Verf. sich nicht versagt, nebelt 
der Darstellung der altem Methoden noch em Paar neue zu gebend 



*) »Hierüber isl kurzlich ein reichhaltiges, sehr zn emprehlendos Werk 
erschienen: Elemente der Zahlen -Theorie allgemein fasslich dargestellt von 
Dr. Herrn. Schwarz. Halle, 1855. 
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deren erste eine Erfindung des Prof. Kunze zu Weimar ist. Aus- 
serdem ist im zweiten Abschnitte überall, wo es die Natur des Ge- 
genstandes zuliess^ Anwendung von den Pytliagorischen Zahlen ge- 
macht , auf deren Benutzung der Verf. früher hingewiesen hat in 
seiäeif' bei G. Reichardt z^ Eisleben 1853 erschienenen Schrift 
„Die merkwürdigen Eigenschaften der Pythagorischen Zahlen, ilir 
Bildungsgesetz und ihr Gebrauch In der unbestimmten Analytik." 

Die Lehre von den endlichen Kettenbrüdien ist als bekannt 
Yoraußgesetzt, da sie in jedem guten Lehrbuche der Arithmetik 
vorkommt; nur, was von periodischen Kettenbrüchen nöthig war, 
ist zur Darstellung gebracht. 

Die Benutzung der älteren und neueren Literatur war noth- 
wendig, um eimgermassen vollständig zu sein. Die schöne Auflö- 
sungsmethode, welche die Combinationslehre gewährt, ist grössten- 
iheils nach Hind6nburg, sowie die durch Progressionalbrüche nach 
Hartmanns, trefllichem Lehrbuche der Arithmetik bearbeitet. 

Möchte bei dem Streben, Klarheit mit Kürze zu verbinden, 
diese Schrift zur Beförderung des mathematischen Studiums und 
der Speculation beitragen imd die Brücke schlagen helfen zum 
Uebergange in die höheren Gefilde unserer Meister! 

Blankenburg a/^., im August 1855. 

nr. Berkltan. 
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I. Capitel. 

AttflSsnng unbestimmter Gleichungen mit svei 
Unbekannten. 

S. 1. BrUämncen. Sobald eine Aufgabe mehr unbe- 
kannte Grössen enthält, als dieselbe unabhängige Gleichungen dar- 
bietet, so heisst sie eine unbestimmte oder Diophantische 
Aufgabe. 

Derjenige Theil der Algebra, welcher sich mit der Auflösung 
unbestimmter Gleichungen und deren Eigenschaften beschäftigt, 
pflegt „unbestimmte Analytik'', auch wohlDiophantische 
Kunst genannt zu werden. 

Der älteste Schriftsteller über diesen Gegenstand ist Diophan- 
tus von Alexandria (200 J. nach Chr.). Wir kennen seme Werke 
nach folgenden vier Ausgaben: 

1) Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex ft de numeris 
multangulis liber unus. Nach der lateinischen Uebersetzung 
des Xylander. Basileae 1575. Fol. 

2) Graece 8: latine, auctore Claudio Caspare Bacheto Meziriaco. 
Lat. Paris 1621. Fol. 

3) Graece 8: latine cum commentariis Bacheti &: observationibus. 
P. de Fermat. Tolosae 1670. Fol. 

4) Eine treffliche Uebersetzung besitzen wir von dem Schuhrathe 
Otto Schulz, unter dem Titel: Diophantus arithmetische Auf- 
gaben. Berlin 1822. 

Ifrftftan. 1 
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$. 2. Man unterscheidet bei unbestimmten Aufgaben den 
Grad derselben, wie bei den bestimmten , nach Massgabe der Poten^- 
zen der einzelnen unbekannten Grössen, oder ihrer Producte in 
den entsprechenden Gleichungen. 

Die Diophantischen Aufgaben können nun in vier verschiedene 
Abtheilungen gebracht werden, nämlich 

A) Es sind zwei unbekannte Grössen vorhanden, zu deren Be- 
stinmiung nur eine Gleichung gegeben ist. 

drei Unbekannte mit 2 Gleichnngen 
Tier ,, „ 3 



Es sind in 
der Auf- 
*) gäbe ent- 
halten 



fünf 



\ n 



>f 



n^l 



C) Es sind n Unbekannte ttnd zu deren Bestimmung n — m 
Gleichungen gegeben, wo m > 1 ist. 

D) Es sind n Unbekannte vorhanden» von denen eine in einer 
höheren Potenz vorkommt, oder das Product aus 2 oder 3 
Unbekannten. 

|. 3. Wir beginnen mit dem einfachsten Falle, wo die Auf- 
%At 2wei Unbekannte jr, y und nur eine Gleichjmg enthält. Es 
treten dabei die zwei Hauptformen auf: 

ax — 6y = c und 
ojr + 6y i=r c. 
Im Allgemeinen verlangt man die Werthe der Unbekannten 
in positiven ganzen Zahlen, wenn nicht besondere Be- 
dingungen hinzutreten. 

Es ist einleuchtend, dass die Anzahl der Auflösungen, d. h* 
die Bestinmiung der Werthe för s und y sehr gross, ja oft un- 
«ndlidi gross ist. Wollte man z. B. zwei Zahlen haben , die zu- 
sammen 24 betragen, so vrOrde die Gleichung 

fl? + y = 24 
unendlich viele Auflösungen für jt, y geben, wenn auch Brüche 
gelten sollen. Beschränkt würde aber deren Anzähl sein, wenn 
man nur ganze Zahlen haben wollte. 

Nimmt man y = 1 , so würde Jt =: 23 und es entstehen 
die beiden Reihen von 12 Gliedem, 

für y = 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7 etc. 
ist a; = 23, 22, 21, 20, 19, 18, 17 etc. 



|(. 4. Das Verfahren, welches bei iec Auflösung einer un-^ 
besümmten Gleichung mit zwei Unbekannten anzuwenden ist und 
welches man die algebraische Reduction zu nennen pflegt, 
lässt sich auf folgende allgemeine Regel zurückfuhren: 
Man suche aus der Gleichung ax + by=ic den Werth derjeni- 
gen Unbekannten, wekhe den kleinsten CoeflBcienten hat. Bei 
dem in AhMtiform erhaltenen Resultate, führe man die Division 
aus, «m *die im ZShler enthritenen Ganzen hervorzuheben; den 
übrig bleibenden Bruch bezeichne man mit einem neuen Buch- 
staben als Halfsgrösse und entwickele aus dieser neuen Gleichung 
die zweite Unbekannte, ziehe durdh Division , wie vorhin, daraus 
die Ganzen und verfahre mit dem etwaigen Bruche, für welchim 
man wiedenmi eine neue Hilfsgrösse einführt, ebenso. Aus der 
sieh ergebenden Gleichung suche man wieder den Werth der 
ersten Hülfsgrösse und setze dieses Verfahren so lange fort, bis 
man auf den Ausdruck einer ganzen Zahl gelangt. Endlich stelle 
man durch gehörige Substitution des Werthes der letzten Hülfs- 
grösse , rückwärts gehend , den Ansdrack für x und y her, wo- 
durdi ^ese Grössen in ganzen ZaMen leidit bestimmt werden 
körniMi. 
Folgende Aufgaben werden zur EiTläuterung dienen. 

S. 5. AafgAlie. Eine Zahl N zu. finden, weichet wenn 
sie durch 6 dividirt wird, 5 zum Reste giebt, mit 7 dividirt aber 
3 übrig lässt. 

Anfltfsang. Nimmt man an, • sei m der gesuchten Zdil 
JV, a?malendudten, so ist bei dem Reste 5, diese Zahl 

Sei wiederum 7 in jener Zahl ymal enthalten, so ist bei dem Reste* 
3 die Zahl N auszudrücken: 

W= 7y + 3. 
Nun setze man beide Werthe für N einander ^«idi, M «rhlll min 
die Gleichung: 

6a? + 5«=7y + 3. Dum ist: 
6fl^ « 7y— a 
7y— a 
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V— 2 
Sei ^~— =: Ay dann ist: 

D 

y =: 61 + 2 und 
X =i 6A + 2 + Ä, oder 
X =71+2. 
Die einzelnen Paare von Werthen für x und y sind nun leicht 
zu bestimmen ; denn nimmt man für Ä nach und nach die Werthe 
0, 1, 2, 3 etc. an, so stellen sich die Auflösungen folgendennassen 
am bequemsten zusammen : 

Für 1 =r 0, 1, 2, 8, 4 . . . 

ist jr = 71 + 2= 2, 9, 16, 2b, 30... 

und y=: 61 + 2= 2, 8, 14, 20, 26... 

also N = 17, 59, 101, 143, 185 .. . 

Yon welchen Zahlen 17 die kleinste ist, die das Verlangte leistet. 

$. 6. Aufgabe, Zahlen zu finden, welche durch 10 divi- 
dirt 7, durch 8 dividirt 3 zum Reste geben. 

Aafldsiuifc. Jede Zahl Ny welche durch 10 theilbar ist, 
hat offenbar die Form 10 ;r, und wenn sie durch 10 getheilt 7 
zum Reste lässt, die Form 10fl; + 7. Ebenso ist 8y + 3 der all- 
gemeine Ausdruck für alle die Zahlen, welche durch 8 dividüt 3 
zum Reste geben. Weil nun N sowohl = 10j7 + 7, als auch 
SS 8jf +3 ist, so erhält man die Gleichung: 

10a? + 7 =: 8y + 3, oder 
10a? + 4 = Sy. 
Diyidirt man beiderseits mit 2, so ist 

5a? + 2 = 4y. Hieraus folgt: 
5a?+2 

JF + 2 

Man setze — j— = 1, oder, wie wir in der Folge, der Kürze 

; wegen, impier thun werden: 

jp + 2 =i 41, dann ist 
s = 41—2. 
Hiernach wird Nj oder 104? + 7, ausgedrückt durch 

JV= 401—13. 

Wenn also 1 = 1, 2, 3 , so'ergiebt sich 

N = 27, 67, 407 , welche Zahlen den Be- 
dingungen der Aufgabe Genüge leisten. 
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$. 7. Aufgabe. Wdche Zahlen g«hen dordi 9 auf und 
lassen durch 14 dividirt 8 zum Reste? 

Aafltenac* D>« gesuchten Zahlen mflssen die Frarm 9ai 
und auch 14y + 8 haben. Es ist daher: 
(1) 9« = 14» + 8 

folgüch X = ü^ 

Man setteSjr + S a 9i, so ist 
9i— 8 ^ . 4i«— 8 

Da nun 4il — 8 durch 5 theübar seinmuss, so ist auch das Viertel 

davon, nämlich Ä — 2, dadurch theflbar. Es sei daher A — 2 s 5^. 

oder Ä =s SB + 2, dann wird 

45B + 18— 8 45B+10 . . 
y = 5— = — 3— d. L 

y » 9B + 2. 
Diess in (1) gesetzt, giebt fOr N oder 14y +8: 

iV= 126B + 86, 
wodurch die allgemeine Form solcher Zählen bestimmt ist Setst 
man daher 
- fi &= 0, 1, 2, 3, 4 etc., so erhält man 

N » 36, 162, 288» 414, 540 etc. ^ 

$. 8. Antgmhe» Ein Kaufinann soll an Zahlungsstatt fiir 
100 fl. zweierlei Tuch, die Elle zu 8 fl. und zu 6 fl. geben. Wie 
Tiel Ellen kann er von jeder Sorte nehmen? 

AuiäBmmmg. Er gebe von der besseren Sorte mE!lk% V(m 
der schlechtem y Ellen, so erhalt man die Gleichung: 

8jf+6y = 100. 
lian dividire durch den. gemeinschaftlichen Factor 2, so bek&nmt man 
(1) 44? + 3y = 60. 

FolgHch ist (2) 9 = 5(r-i? = 16- j7 + ^^»X 
oder (3) y « 18—* — '^""^ 
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*) Anm. Bekanntlich ist der Aosdruck fAr y in (2) mit dem in (I)' 
fleiebgellend, da statt 



mn ttbtm jr— .2 ». 3i, m ist- 

(4) jr=a8i+2L 

D«nuft fi»lEt, durch Sobstittttwn dk««» Wertbes ia (») 

(5) jr « 14~4i. 
Setzt man nun: 

Ä = 0, 1, a, 3, so erhält HM« 
y «= 14, 10, 6, 2, und also 
* = 2, 5, 8, 11. 
$. 9. KuBAts. Bei der Torigen Aufgabe konnte man aus 
der Gleichung (2) giekh weitir fortsdilieaMi. Ba abnlich 
, 2 — s 

y •= 19 — » + — K— , 8» sei 

2—» = aß, 4Uo X s= 2--ajL 
Bi ist demnach y = i»— (^ ^j) ^ 8-*(2~-3g). 

d. i. jr =: 14 + 4i}, und folglich 
tOr B = 0, 1, 2 . . . ergebt sich 
y = 14, 18, 22 . . . 
*= 2, ■'— 1, — 4.... Setzt man aber 
* = —1. —2, —3 . . . , 8« findet sich 
» = 10, 6, 2 . . . 
*= 5, 8, 11... 

t 10. Die Auflösung unbestimmter Aufgaben fiUirt meistens 
tof BrOche von der Form 

l)£l±i,oder 

« 
««i«bft mi^(k m der unbefcaMten Grtisa a» m einer ganzen 
Zahl gemacht werden soBm. Ist der Nenner e eine Idtioa 2aU, 
80 geht die Operation schaeU wn statten; je grösser aber e ist, 
deito «aMtäBdlicIier is^ du Yvrbbem, ym felgondo Beispiel; zagen. 

1) Es soU X und der Bruch — ^ — zu einer ganzen Zahl 
gtmacht werden. 

«H — ^^ , . geschriehfln wecd«i kMW : 

« — -^^. E» ist aber bei der AndöSDOg der Cieichum w i 
▼oa der Rorn •»+ dy « c ▼ortAeJtliefter, si«h der Differeailbrm «n MIeneD, 
indem man dadurch der Annahme negativer Zahlen entgeht* 
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Zu diesem Ende setae man: 

5^^ = - a, 

Dann ist i = jf H 55 — . 

Han setze 17fl7 + ll = 3011, so ist 

,_»t!j^i = a,+»ij^i....e). 

Ferner sei 5J?-^U =a 17 C^ so ist 
femer 2C + 1 = 50, so wird 

c=!»iii = jp+£fi (4, 

Endlich setze man D— * 1 s= 2iF, so folgt 

D *= 2Ä+1 .... (5) 
welcher Ausdruck eine ganze ZaU bezeichnet. Durch ZurAcksub« 
stilutioa erhält maa nun, den Werth von D m (4) gtsetii; 

C =5 5Ä + 2. 
Dieser Werth Yon (7 in (3) gesetzt, giebt: 

B ^ 17£ + 0. 
Setzt man dieses in (2), so erhält man: 

X = 39i? + 20 und es ist 
A= 56^ + 29. 
Nimmt man daher 

£ = 0, 1, 2, 3 so ist 

X = 20, 59, OS, 137 und 

i = 20, 85, 141, 197 

%\ 11. D»r Bruch ■ ■■ und 9 sollen zu ei«er ganzen 

Zahl gemacht werden. Hier v«rftihre man wie im vorigen Falle mit 

— i- , indem man zunächst « — ftjp = i setzt, daraus x = -~- 
e 

erhält, dann wo möglich die Division amsMrt und f9r den gebhe- 

benen ftruch eine neue HüUiigfösie ^ntthrt u. s. w. 

20 — 7« 
Es sei z. B. g = i. Dann ist 

.7 7 
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Setzt man 1— 5i = 7B, so wird 
5i= 1 — 7Bimd 

•* — — ä = — B+ ^ — . Man setze 

1 — 2Ä = 5C, 80 ist 
2B = l--5<7undi 

Nun sei 1 — C = 2 J), so folgt 
C= 1 — 2D. 
Durch Rficksubstitution erhält man 

B = 5D _2 
i = 3 — 7P 
J? = 2 + 5J). 
Wenn nun D = — 1, 0, 2 . . . 
so ist jr = — 3, 2, 12 ; . . 
und A = 10, 3, — 11 . . . 
Die Grösse i, so wie jr besitzen daher für positive ganze ZaUen 
nur einen Werth. 

Wir wollen nun dasselbe Beispiel nodi auf eine andere Weise 

durchführen. Zu diesem Ende gehen wir von der Form x = ^*~^4 

7 

=* 4H ^ — zu der gleichgeltenden über: 

X = 4 = und setzen 

5i — 1 s5 7Ä; dann ist 
i = Ii + i = B+2^1. setztnu« 
2 J? + 1 = 5 C, so folgt 

Es 8« (7 — 1 =3 2P, also 
C=3 2i) + 1. 
Hieraus findet sich nun 

B = 52) + 2 
1 rs 7D + 3 und 
« == 2 —SD. 
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W«m also D = 0, 1, 2.... 

80 ist X = 2,-3,^-8 .... 

und i = 8, 10, 17 ... . 

wodurch demnach f&r s und i wieder derselbe Werth gefunden 
ist. Wenn auch dieses zweite Verfahren nicht immer kflnar ist 
als das vorige, so besteht der Vortheii desselben darin, dass man 
zuletzt das Substituiren negativer Zahlenwerthe umgeht. 

Doch nicht immer kann eine Grösse wie zugleich ftiit 

c 

X zu einer iganzen Zahl gemacht werden, wenn, wie wir später 

beweisen werden, a und c nicht relative Primzahlen sind. So ist 

3^ j 

diess z.B. bd dem Ausdrucke — r^ — unmöglich, weil 8 und 15 

den gemeinschaftlichen Factor 3 haben. 

S. 12. Um sich in d«r Auflösung solcher Aufigaben zu üben, 
wollen wir noch etliche Beispiele vomdunen und daran einige Be-. 
merkungen knüpfen. 

AafjfAlie. Ein Schütz erhielt, so oft er das Ziel traf« 
10 Ggr.; dagegen musste er^ so oft er fehlte, 7 Ggr. bezahlen. 
Am Ende hatte er 5 Ggr. gewonnen. Wie viele Schüsse hatte er 
gethan? 

hMSMwamg. Er habe x mal getroffen, so erfaSlt er IOj? 
Ggr. Hat er nun y mal gefehlt, so wird er 7y Ggr. zu zahlen 
haben. Es ist abo : 

IOjf— 7y Ä 5, folglich 

IOjp — 5 . »ar — 6 

3r=-7- = * + — 7— 

Sei 3a? — 5 s: 7i, so ist 

Sei femer 1 + 2 =: 3B; so ist 

A = 3B — 2. . 
Daraus folgt dP = 7£ — 3 uiid 

y = lOB — 5. 
Ist nun B » 1, 2, 3 . . . . 
so ist a; BS 4, 11, 18 ... . 
und y = 5 , 15 , 25 . . . . 
Der Schütz kann also 9, oder 26, oder 43 u. s.w. Schüsse ge- 
than haben. 
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Bei dieser Aoflfi&uiig konnte man aus dir Gkidiiung lOor-*- 6 
= 7y den gemeinschaftficbfin Factor ä absondern, wodurch 

jl ;ss: i = — i- jBntsteht Hier lasse man nun den Factor 5 

mrlaofig mssor AcU;,. ind setze 

2jr— l *= 7i, 

Dann ist * = -~ — = 3i + -— - und, für 

Ä + l^2B 
folgt AtB2B ^ 1, ali6 
»ä7B — 3- 

Fär die Bestimmung des Werthes^ yon y hat man natüdich den 
Factor 5 wieder zu berücksichtigen. 

Noch einfacher gestaltet sich die vorige Aufldsimg, wenn man 
statt 10 jr ^^ a «^ 7y» auf der linken Seite mit i cBvidirt und 
setit: 2« — 1 sar 7yi ,. woraus folgt: 

X = — g— - 3ft +— g-. 

Setzt man yt+l ^ 21^ an wird 

Da aber jfi fünfmal zu klem geworden ist durch die DiTisioB des 
l«ten nnd 2t]en Gbedes, so braucht man diesen Werth von ^i nur 
& mal grösser zu madiea und erhält dadurch jr =3; IQl —^ 5 
und dann den zugehörigen Werth. von jr, nämlich a: tts TA -^ %: 

Wir werden später den Yortheil näher betrachten, welchen 
eine Gleichung von der Fonm: 

OCX ^^ by =i e 
dari)ietet 

S. 13. Ami\gmhe. Jemand bat 2 Capitale, das eine zu 3, 
das andere zu 4Proc. ausgeliehen; letzteres bringt jährlich 97Thbr. 
Zinsen mehr, als erstenes. Wie gross is& jedes Cq»ital? 

AntlBmuug. Das erste Capital sei = jr, das zweite » y, 

so betragen die 3procentigen Zinsen j^ und die 4proc. Zinsen 

4v 
von diesem ..i^. Es ist also 

1^ + 97 = ^^, oder 
3 a; + 9700 SB 49. 



Hieraus folgt: x 
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— «700 




-y — 8283 + ^ 

Es sei y — 1 es Si, so ist 
y = 3i + 1 und 



»«= 3i+l ^3233 + ?A±J^ id.L 

* « 4i — 3232. 
Wenn also A =s 808, 809, 810 ... . 
so ist « £= 0, 4, 8 . . . . 
und y = 242S, 2428, 2431 

S. 14. Aafgalto. Durch welche Ziffer' muss die Stelle von 
« in der dekadischen Zahl 6 « 23 ausgefüllt werden, damit dieselbe 
durch 7 theilbar werde? 

AufldsoBc; Die mit dem Sternchen bezeichnete Stelle sei 

eine Zahl s. Dann ist oSenbar 6jr2a n «62» +# . 100; da 

nun diese Zahl durch 7 theilbar sein soK, so muss sie die Form 

ly haben. Es ist also 

6023 + leOdT 3= 7y. Dtraus folgt: 

10 J+ 602 3 14^ . oftiv . 2x + 3 
9 = 7 = 14JF + 860+ — ^ — . 

Es sei 2« + 3. "^^ 7i; so itt 

7i-8 ,. , , 1-1 

Feiner sä i — 1 s 2|{ 

so folgll = 2£+ 1 » daher ist 
a; « 7il + 2. 
Ninml man also 

B « 0, 1, 2 . . 
so ist o; = 2, 9, (16) . . 
und es sind die beiden nur möglichen Zahlen 6223 und 6923 
durch 7 theilbar. 

Anmerkung. Addht matt m 6023 die eingeschlossene An- 
zahl von Hunderten, 1600 
nämlich 16, so erhält man 7623, welche Zahl ebenfalls 
diureb« 1 theilbar ist. Dasselbe: ^It auch yoni aUea folgenden Wer^ 
then ffir x. 
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$. 15. Aufgabe. Man soll den Brach ^ in zwei andere 

Brüche tbeilen, deren Nenner 7 und 11 sind.- 

AnllSsium. Der Zähler des ersten Bruches sei » jr, der 
des zweiten =3 y, so hat man folgende Gleichung: 

-y + ^ = ipr- Daher ist 

lla?+.7y = 2H0, folglich ist: 

230 — IIa; ,^ 6 — 4»^, ^ 

y = ij == 82 — a? + — ij — ♦), oder 

«^ 4a? — 6 
y » 32 — Ä jj — . 

Sei 4a; — 6 = 7i, so ist 

« = — ^«,4 + 1 + — — . 

Man setze Si + 2 = 4B, so ist 
A ^ i»±2 p . Ä-2 

i 8— = ' + ~3-- 

Sei femer £ — 2 = 3(7, so folgt 

Ä = 3(7+2. 
Daher ist l = 4C+2 

a;=: 7C+5 und 
y = 25— HCl 
Wenn also Ca 0, 1, 2 . . . 
so ist X = 5, 12, 10 . . . 
und y = 25, 14, 3 . . . 
Sonach ist h|^ + |4 =* W ^- *• ''^ 
$. 16. Aufgabe. In der Chronologie wird gelehrt, dass 
die sogmannte goldene Zahl eines Jahres gefunden werde, wenn 
man die Jahreszahl um 1 vermehrt und dann durch 10 theilt, der 
Rest ist gleich der goldenen Zahl; der sogenannte Sonnencirkel 



*) Aomerk. Bei der Entwickelong des Werlhes fflr y kann man mit 

deqn Brache wieder etwas kflrzer rerfahren , da der Zftbler den f emeiD- 

schaftliehen Factor 2 bat.. Man setze ninlich bei 

7 
2«— 8 = JA. 
Dadoreh kommt man in i s=s SB — 1 nnd erblll • a 7B-- t, so «ie y es 
« — IIB. 
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ist aber derjenige Rest, den die um 9 vermehrte Jahreszahl rbei 
der Division durch 28 übrig lässt. Welches Jahr in diesem Jahr- 
hundert hat nun die goldene Zahl 15 und den Sonnendrkel 18? 

Aalltfsiuig 1. Die gesuchte Jahreszahl sei = x. Nun gebe 
x + l dividirt durch 19 den Quotienten y und den Rest 15, 
.^j:+1 ^15 , 

so ist -^ "^ y + 19' ^^ 

x + l =19y + 15. 
Es ist also X = 19y + 14. 
Wenn also y = 95, 96, 97, 98, 99 
so ist s = 1819, 1838, 18S7, 1876, 1895, 
welche Werthe von s alle Jahre dieses Jahrhunderts angeben. 
2) Sei das gesuchte Jahr = % und es gebe 

« + 9 div. durch 28 den Quot. t und den Rest 18, 
so ist Ä+ 9 t= 28r + 18, oder 
% = 28r + 9. 
Ist also r = 64, 65, 66, 67, 68, 
so ist % = 1801, 1829, 1857, 1885, 1913. 
Es finden sich daher in diesem Jahrhunderte nur vier ver- 
schiedene Jahre, welche der Aufgabe Genüge leisten, indem das 
19te Jahrhundert mit 1801 beginnt. 

Anmerkung. Hat die gegebene Gleichung die Form x If (y 
= e, so ist jr = + (y + c. Es hat also der Ausdruck für x 
schon die Form einer ganzen Zahl und bedarf deshalb keiner wei- 
teren Hülfsgrösse, so dass für y sogleich ganze Zahlen angenommen 
werden können. 

S. 17. Aufifabe. Ein Landwirth will ein rectanguläres 
Feld mit Bäumen bepflanzen, von denen er fast 300 Stück hat. 
Setzt er in jede Reihe 25 Stück, so bleiben ihm 19 Stück übrig; 
pflanzt er aber in jede Reihe 30 Stück, so fehlen ihm noch 6 
Stück, um die letzte Reihe vollständig zu machen; wie viele Bäume 
hat er? 

AollSsiing. Er habe » Reihen ä 25 Stück gepflanzt,^ so 
bat er 19 übrig. Daher ist die Anzahl der Bäume :±3.25jr-hl9. 
Setzt er aber y Reihen ä 30 Bäume , so fehlen ihm 6 Stück. Er 
bat also 30 y — 6 Bäume; daher ist 

2Öar+lS =* 30^—6, oder reducirt: 
Sjt » 6y — 5, folglich 
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* = — g— -jr 1+5. 

Man s^tze y s= 5ii, so ivird 

*=6i— 1. 
Ist nun i = 1, 2, 3 . « . . 
so ist X «3= 5, 11, 17 ... . 
und 2.5d: + 19 = 144, 294,(444). . . . 
Es können demnach nur 144 oder 204 Bäume gewesen sein. 

Anmerkung. Die hier aufzulösende Gkichong 5x — 6y 
= — 5 geht durch Division des Isten und 3ten Gliedes mit 5 
über in folgende: x — 6 jt = — 1, woraus sogleich sich ergiebt* 

a?=:6yt— 1. 
Es erscheint hier nämlich der WerCh Ton s in der Form einer 
ganzen Zahl, so dass für y^ alle Zahlen von 1 an gesetzt werden 
können; denn obgleich gi einen S mal zu grossen Werth besitzt, 
SP ist es doch überflüssig eine andere Hülfsgrösse Ä einzuführen, 
da yi deren Stelle vertritt. 

$. 18. Die einfachste Form einer unbestimmten Gleichung 
ist as — (^ = 0. Soll dieselbe au%elöst werden , so ist einleuch- 
tend, dass wenn für x der Werth b und für y der Werth a ge- 
setzt wu*d, diese der Gleichung Genüg» leisten, indem «( — £a 
= ist. Setzt man für x und y beliebige Vielfache von diesen 
Werthen, so leisten sie dasselbe, da wiederum a.mh — b.am 
= ist. 

Man kann daher bei dieser Gleichung die allgemeinen Werthe 
fmr X und y ausdrücken durch 

X =^ am 
y «n im. 
Wäre z. B. 9x — 18y !=- 0, so erhaM man sogleich X c= tSm 
und y s= 9m, we fllr m jede b^^ige ganze Zahl gesetzt wer- 
den kann. 

Diese allgemeineti Werthe ergebeti sich übrigens «iu<% Mif 
folgende Weise. Es ist nämlich 

a 
Man setze nun ? =» m, so ist y = «m, 

folglich i&t Ä Ä -li? =5 Im. 
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$. 19. Wenn mt die verschiedenen Werthe von jeder der 
Unbekannten bei irgend einer der vorigen Aufgaben betrachten, so 
v^erden v^ir finden, dass dieselben eine arithmetische Progression 
bMen, deren Differenz «der Exponent nichts anderes als der Coef- 
ficient der anderen Uidiekannten ist So waren in der 1. Aufgabe 
(S. 5.) die Werthe von s ms der Gleichung 
6j: — 7y=— 2 
o; ac 2, 9, K, 23, etc. und jene von y: 
y = 2, 8, 14, 20, etc. 
In der ersten Reihe steigen aHe folgenden Glieder um 7 d. i. um 
den Coefficietoten von gy und in der zweiten Reihe steigen die 
GUeder um 6, d. i. am den Coef&cienten der anderen Unbekannten x. 
Bei der Auijgabe 4. ($. 8.) ergaben sich aus der Gleichung 
^x + iy = 50 
folgende Werthe der beiden Unbekannten: 
X =s 2, 5, 8, 11 ... . und 

y = 14, 10, 6, 2 

Ifier ist die Reihe der x- Werthe eine um den Coefflcienten (S) 
von y steigende arithmetische Progression, während zugleich die 
Reihe der y- Werthe eine um den Coefficienten (4) von s fallende 
.Progression darstellt 

Dieser Umstand ist aber kern blosser Zufall, sondern tritt als 
ein Gesetz hervor, welches wir auf mehr als eine Art beweisen 
können. 

Aber noch ein an4erer Umstand verdient beachtet zu werden. 
Es hängt nämlich die Möglichkeit der Auflösung . einer Gleichung 
mit zwei Unbekannten, deren allgemeine Form 

ajp+bjfs=z c 
i«t, von dem ^Yerhältnisse der Coefflcienten a und 6 ab, so wie 
auch von dem + oder — Zeichen die Anzahl der geltenden Werthe 
für die Unbekannten. 

$. 20. Iichrsat«« Haben bei der allgemeinen Gleichung 
«4r If 6y SS c 
die Coefficienten a und b einen gemeinschaftlicfaen,. nicht in c 
enthaltenen, Factor, so ist die AuSteung hi ganzen ZaUen uai- 
möglich. 

■«weIPf Denn es ui m lifeser giMieina«httftUche Factor 
nnd a » ma, sowie 6 es mß] idXOk uX 
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amx + ßmy s= e, folglich 

_ e 

• ax + ßy = - . 

Da nun o und ß ganze Zahlen sind, so können «und y es niekt 
zugleich sdn, weil sonst ax + ßy einer ganzen Zahl = wäre, da 

diese Summe (oder Differenz) doch dem Bruche — gleich sein 

9t ' 

muss, welches unzulässig ist. Demnach müssen die Coefficientea 

a und b nothwendig relative Primzahlen sein. 

$. 21. I^ehrsata. Sind a, by x, y ganze Zahlen und 

. führt eine Aufgabe auf eine Gleichung von der Form 

a^ + by = c, 

aq gieht es nur eine beschränkte Anzahl von Auflösungen, wenn 

das untere Zeichen (+) gebraucht wird, aber unendlich viele, 

wenn das obere Zeichen ( — ) gilt. 

Beweis« 1) Wenn ax + by es c 

so ist ax=e — by. 

Fdglich liegt y ^wischen zwei Grenzen; es muss nämlich py <^ c 

und höchstens 5jr = c sein, also ist 



c c 

y < 7 , oder höchstens y = - . 



Demnadi liegt y zwischen den Grenzen 
und 4. 

Da aber zwischen diesen Grenzwerthen durchaus nur eine bestimmte 
endliche Anzahl ganzer Zahlen liegt, so kann es für y und daher 
auch für s nur eine beschränkte Anzahl von Werthen gehen. 

Ninnnt man an, es wäre in dieser Gleichung e < (, also 

r-ein ächter Bruch, so wäre keine Auflösung möglich, weil zwi- 

iBchen und einem ächten Bruche keine ganze Zahl liegt 
2) Ist dagegen die gegebene Gleichung 
ax — by s=: c, so folgt 

ax=: c + (y, und es ist einleuchtend, dass 
zwar auch jetzt y « der kleinste zulässige Werth von y ist» 
dass es aber bis in's Unendliche wachsen kann , ohne dass c + fty, 
oder die ihr gleiche Grösse ax negativ würde. 

Es sind akq die Grenzen, zwischen welchen *y und. mithin s 
liegt: O.imd oo. 
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$. 22. Kelurtate. Gestattet eine einfache unbestimmte 
Gleichung mehrere ganzzahlige Werthe für die unbekannten Grössen 
X und y, so bilden die Werthe von x eine arithmetische Progres- 
sion , deren Differenz der CoefBcient von y und die Werthe yon y 
eine Progression, • deren Differenz der CoefBcient von x ist; audi 
sind die allgemeinen Auflösungsformehi für die Gleichung 
ax — 6y = c: 

jf == V -|- na, so wie flir die Gleichung 
aJF + 6y = c: 
jTsK to -7-n6 
y== ü -|-na. 

Bewelfl. I. Es sei ax — ijr = c und man habe einen 
Werth fSr JT = 10, fQr 9 = V gefunden, so sind 

w-^hy Vi +2i^, 10 + 3} etc., so wie 

ü + a, o+2a, tf + 3a etc. ebenMs Werthe, 
welche, fär x und jf in die Gleichung substituirt, derseH>en Genüge 
leisten, so dass zunächst 

c(to + *) — ft (ü + «) == c sein muss. 
Die Auflösung der Klammem giebt auch 

010 + a6 — 6» — aJ = c, indem 
ojr = ate und hy s=: (lo ist. 
Dasselbe gilt von allen anderen Gliedern und man kann die ur- 
sprüngliclM Gleichung in folgender Gestalt vorslellen: 

10 / V 

to + J I ü + a 

10 + 2» I c; + 2a 

10 + 36 ] t) + 3a 

tf^io + 46 — 6]c; + 4aa9c 



10 + n6 \ ü + na 

wobei X = io + n( und jf'=: t) + na die allgemeinen Auflösungs« 
formein bezeichnen. 

II. Es sei ajr + (^ e=: c und wie vorhin 
JT = 10» sowie y s» V irgend ein Wertb in ganzen Zahlen, 
dann leisten auch die Werthe 

ütrJiiAafi.. % 
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u> — by w — 26, y> — 35.etc., sowie 
V + a, V + iaj t; + 3a etc. für s und jf in die 
Gleichung substituirt, derselben Genüge. 
Denn auch hier ist : 
c(w — 6) + 6(ü + a) = aw-r-ab + hp + ab « c. 
Dasselbe gilt von jedem andern beliebigen Paare yon Gliedern der 
Progressionen und man kann allgemein die Gleichung 

fl-^ + Sy = c 
unter folgender Foim darstellen : 



w 

w — 6 

w—2b 

w — 3b 

w—ib + b 



V 

V + a 
p+2a 
v + ia 
v + ia = c 



tt? — nh \ V +na 

yfo X =i w — nb und y = v-^-na wieder die allgemeinen Werthe 

bezeichnen. Die Richtigkeit dieser Fornien ergiebt sich sogleich 

durch deren Substitution in die gegeben^ Gleichung. Es ist nämlich : 

aiw — nb) + b(v + na) ^ aip — nab + bv + nab = 

aw + bv = (;, oder was einerlei ist: 

ax + bt/ = c. 
Es kann aber auch, vorausgesetzt, dass x =z cc mitf^ß ü*S^ii4 
ein Paar der Gleichung Genüge leistende Werthe sind, die Reihe 
der j?- Werthe eine steigende und die der y -.Werthe eine fal- 
lende sein (wie diess auch sehr o|t bei Zahlengleichungen der 
Fall ist). Man setze daher: 



et 


ß 


a+ b 


ß^ a 


a+26 


ß—2a 


« + 3.6 + 6 , 


ß—Za = 



a + nb 

6p ist a\ich hier wiederum 
a(a+n6) + 60? — nd) 
d.i. aa + bß 



ß—na 
c. 
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AeiMii 2* GeMüt man habe fbr x und y*die beiden be- 
sonderen Werthe s^ und ^^ gefimden, weldbe der Gleichung ojr 
-f 6jf =r e Genüge leisten, dann ist 

fljcHfty' = c (1) 
Nun seien £* + p und y^ + 9 zwei andere besondere Zahlenwerthe 
für s und y, so dass denmaeh 

a(j:*+p) + *(>* + «) = c (2). 
Es fragt sich nun, in welcher Beziehung p und j zu einander 
stehen? 

Subtrahirt man die Gleichung (1) yon (2) , Glied für Glied, 
so erhält man: 

ap + 6{ es 0, oder 
qp s= — ftj. und 

P^-5 (3). 

Eingedenk, dass ( und a prim 2u einander sind (20), wird p nur 
dann eine ganze Zahl werden können, sobald 9 ein Vielfaches von 
a ist, wo dann auch { eine ganze Zahl sein muss. 

Sei sofort g = na, wo n alle ganzen Zahlen, sowohl positive 
als negative darstellt, so giebt uns die Gleichung (3) folgenden 
Ausdruck: 

p a= — Mi. 

Sind daher s^ und y^ irgend zwei Werthe von s und y, so kön- 
nen alle übrigen dargesteUt werden durch 
jr = jr* — ni 

jr = y * + M 
inaofepu n alle ganzen Zahlenwerthe auszudrücken vermaj^. Ist 
also n negativ, so wird 

jp = jr* + «6 und 

y = y* — fifl. 
Haft ondliob die gegebene GleichuAg die Form 

«9 — iy «6 c, 
SA evgiebt skb unter denselben VoFauMetzungen 

«p «s ^ , eder 



- *f 



so dass, für ü ex üü 



f •=! nh wird. 
Sie aligemeiafln Werth« für diesea Fall sind demnach x = s^ 
-hiA und yi s=. y^^na« 
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Beweis 3. I. Leisten rc = er und y == /} dar itteichimg 

ax—hy » c (1) 
Genüge, so ist auch 

aa — hß^c (2). 
Folglich, wenn man (2) von (1) subtrahirt, so erhält man 

a(j: — «) — 6(y~6) = 0. 

h(v—ß 
Daher ist x — a = -^ — ^ und mithin 

«,= „ + »Jj^) (3). 
n 

Um nun x zu einer ganzen Zahl zu machen, setze man 

y — ß = »a. 

Dann wird y = /9 ^ na, also auch 

X = a + n6 nach (3). 

n. Unter der obigen Voraussetzung hat man für die Gleichung 

ax+hy ^ c 

flg + 6/y =s c , folglic h 

fl(jr — tt) + 6(y — /?) = 0, oder 

a{x — a)=:b(ß — jf) also 

a 
Damit s eine ganze Zahl werde, setze man 
ß—y = na 
so ist y=iß — na und mithin 
x::=a + nb. 
%. 23. Zaaata. Ist in der ersten Gleichung ax — bg = e 
das dritte Glied c eine negative Zahl, so ändert diess die allge- 
meinen Werthe nicht. 

Zu grösserer DeutUchkeit sind hier die beiden Hauptformen 
der unbest. Gleichungen einzehi betrachtet; man kann aber, von 
der Form ax + by s:^ o ausgehend, dieselben Folgerungen' ma*^ 
eben, wenn man a oder b negativ annimmt. Die für s und y 
aus solcher Gleichung hervorgehenden Reihen können natürlich^ 
wie auf der rechten Seite, so auch auf der linken in's UnendMche 
fortgesetzt werden. Das Wichtigste bleibt dann nur, zwei solcher 
Werthe, welche der Gleichung genügen, mit Schnelligkeit auf- 
zufinden. 

$. 24. Znsate 2. Der vorige {iChrsatz bleibt auch güllig, 
wenn a und ß Werthe von x und y in Brüchen sind, -obgleidi 
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die Bedingung, dass x, y positive ganze Zahlen sein sollen, die 
vorherrschende ist. Denn ninunt in der Gleichung 

ax—by = c 
die Grösse x um irgend ein Inkrement Aa? zu, so muss auch, 
wenn Gleichheit bestehen soll, y um ein entsprechendes Ay zu- 
nehmen. Ist also 

a(x + Ax) — h(j/ + Ay) = c, so giebt 

ax — by = c d avon subtrahirt 

aAx — bAjf = 0, odw» 
Ax _b 
Ay^ a ' 
Es verhalten sich also die Inkremente der Unbekannten zu eman- 
der umgekehrt, wie ihre Coefficienten. Wäre also z. B. Ax = b, 

so würde auch Ay = a sein; wäre dagegen A x c= - jr, so würde 

ft 

nothwendig Ay = yjr sein müssen, weil, 

ni 

b:a =i ^x : Ay. ist, und man hat 

aix+ -s) — b(y + j--x = 

. am , amx 
«»+ — «— 6y — — = c. 

fl n 

Leisten demnach jr = — und y = ? der Gleichung Genüge, so 

thun es auch 

a? = — + 6 und y = ? + a, weil nach der Vor. 
n j 

a. 0.- B c, und 

n j 



a 



am , . ftp , am bp 

Haft — ab «= ^=sc ist. 

n 3 n { 

Gewähren also irgend zwei zusammengehörige Werthcr » ss — ^ 



ff 
successiven Glieder der arithmetischen Reihen 



y = - eine Auflösung der vorgelegten Gleichung, so bieten die* 



- aa — 

51, ÜL + 5, J»+S{6 etc. 

i, •2. + 0, -£- + 2a etc. 

9 9 9 

eben so viele andere dar, indem die Substitution von — 4-r(für 

X und ? + ra für jf in die Gleichung, das Verlangte leistet. 

' $. 26. Unter den verschiedene« Aufgaben, welche auf eine 
Gleichung von der Form ax — ly "^^ c fähren, ist diejenige von 
besonderem Interesse, wo man Zahlen verlangt, welche durch zwei 
geg^euQ dividirt, bestipioate Resto bssen, -^ wie^lrir beareitaeino 
solche im $. ^ betraicbtM hßben> Oie^e Aufgebe kann wxk auf 
drei und beliebig viele Divisoren ausgedehnt werden, wobei sich 
nach Hassgabe der Data manche Gesetze offenbaren, durch deren 
Anwendung die besondere Auflösung einer Gleichung überflüssig wird. 

$. 27. Ber JLehrsatB von BT. Stifel*). Verlangt 
man eine Zahl, welche durch zwei um Eins verschiedene Divisoren 
getheilt, bestimmte Reste übrig lässt, so mult^^licire tnan den Rest 
des klemeren Divisors mit dem grösseren Divisor,, sowie den Rest 
des grösseren Divisors mit dem Quadrate deg^ kteineren und dividire 
beider Producte Summe durcb das Produot beider Divisoren: so 
giebt der Rest die gesuchte Zahl. 

Beweis. Es sei N die gesuchte Zahl. Giebt nun 
jy mit a dividirt den Rest R und 
N mit a + l yy „ „ r, so ist 

JV = (a + 1)Ä + c^r em Ai^sdruck, welcher 
diesen Redingungen Genüge leistet; denn dividirt man denselben 
mit a, so erhält man ofiienbar R zum Reste. Dividirt man ferner 
mit a + l, so erhält man 

a + 1] (a + 1)* + ah [Ä+ ar-^r 
ah'-i^ar 
— «r 
— ar — r 



Rest +r. 



*) Michael Stifel (von Esslingen, woselbst er Prediger war) Arttl^netica 
iategra. Kfttnberg 15M. 4^ Mit einer Vorrede von Philipp MeUnchÜMo. 

Vergl. T. Ciaasberg, Demonstrative Rechenkunst. 2te Anfl. Leipzig 1748. 

i. im. 
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Sonach leistet der Ausdruck (a + l)R + a^r schcm das Ver- 
langte. Man wird aber durch Division desselben mit dem Pro- 
ducte der Divisoren a(a + 1) in dem bleibenden Reste eine noch 
kleinere derartige Zahl N erhalten, wie folgende Division ergiebt: 
a« + Ä]«»ri+(a + l)Ä[r 

al^r + gf 

Rest = {a + \)k—ar. 
Dieser Redt giebt; durch a dividirt, wieder einen Rest = A, und 
dorek « + 1 getheilt, den Rest r; denn es ist 
a + l]((i + l)Ä — flr [K — r 
— ar—T 
4-r, 
wcnoM dieser SMz bewiesen ist. 

§. 28. Kusata 1. Der vorige Lehrsatz giebt eine einfache 
Regel zur Auflösung einer Qasse von Aufjgabeüi, welche unter der 
Gleichung 

ax + R^ (a + l)3r + r, oder 
ax — (a + l)y = r — Ä begriffen sind. 
1. Beispiel. Welche Zähl giebt mit 5 dividirt den Rest 3 
und mit 6 dividirt den Rest 4 t 

teer ist 6 . 3 + 5*. 4 = 18 + 100 =: 118. Diese Zahl di- 
vidirt mit 5.6 oder 30 gi^bt den Rest 28, welche Zald der Auf- 
gabe Genüge leistet. 

2; l»l^l0^tel. Welche tM giebt mit 5 dividirt 4 und mit 
« ÄvidJrt 3 zum Reste? 

Hau' indet diese := %. 
3. Üetoplel. Welche Zahl giebt mit 36 dividirt den Rest 
d und mit 37 den Rest 1 ? 
Antvv. 1296. 
§. 20. Kuata 2. Ist A = r, also A— r = 0, so ist 

N =r (a+I)Ä— ar = K. 
Z. B. Welche Zahl giebt durch 6 dividirt den Rest 5 und 
durch 7 dividirt ebenfalls 5? 

Hier ist nun der Rest 5 selbst die kleinste positive ganze 
Zahl iV; dann leisten 47, 85 . . b. s.w. dasselbe. 

f. 30. KuiitM 3^. fet A « und r = 1 , so wird 

N = (ö + l)Ä— ar = —a. 
2}.B. Welche Zisihl giebt durch 6 dividirt den Rest Und 
durch 7 dividirt den Rest 1? 
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Hier ist — 6 eine solche Zahl N; denn 

6]— 6[— 1 und 7J— 6[— 1 

—6 —7 

Rest Rest + i 

Andere Zahlen von dieser Beschaffenheit sind: 36, 78 . . etc. 

Man kann hier auch folgenden Lehrsatz aufstellen: Sind 
zwei Divisoren um 1 verschieden und giebt eine Zahl 
N durch jene dividirt resp. die Reste und 1, so 
giebt das Quadrat vom Divisor ohne Rest eine solche 
Zahl iV, und zwar die kleinste positive. 

Es seien a und a + 1 die beiden Divisoren und N gebe durch 
a getheilt den Rest , durch a+ l getheilt den Rest 1 ; dann ist 
a' eine solche Zahl. Denn dividirt man wirkUch mit a + 1 in a'i 
so erhält man: 

fl + 1] «* [a— 1 
g' + g 

— a 

— a—l 



+ 1. 
$. 31. Zatata 4. Giebt N:a den Rest R 

und N:a + l „ „ r, so bilden die 
Werthe von N eine arithmetische Progression, deren Differenz 
=s -aia + l), also das Product beider Divisoren ist. Es giebt 
nämlich der Ausdruck N = (a + l)Ä — or, um a(a + l), oder 
a^ + a vermehrt, oder vermindert, allemal durch a dividirt, den 
Rest A, und durch a + 1 dividirt, den Rest r; denn es ist: 

[aR + R — ar + a{a + 1)] : a == Ä — r + g+lH — , sowie 

g+l] aÄ+Ä— gr+g»+o [R + a~r 

aR + R 

g* + a — ar 
ü^ + a 



— ar 

— ar — r 

Rest +r. 
S. 32. Zuata 5. Es ist aber auch (a + l)R—ar die 
möglich kleinste positive Zahl, welche das Verlangte leistet; denn 
da (o+l)Ä + gV durch das Product der beiden Divisoren a(a+l) 
getheilt , den Rest (a + 1) Ä — ar 



i 
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gieht, 80 ist derselbe kleiner als der Divisor a(a + l)^ oder a* + a. 
Es ist aber a{a+l} die Differenz, nach welcher die Reihe der 
Werthe von N fortsehrritet (Zus. 4.). Daraus folgt, dass es keine 
kleinere positive Zahl N gebe, als dieser Rest, welche den Be« 
dingiingen Genüge leistet. 

Dasselbe ergiebt sich daraus, dass jener Rest (a f 1)11 — är 
nm die Differenz a(a + l) vermindert, nothwendig negativ aus- 
Mt; denn da 

a > B, so ist auch 
a(a+l) > (a + l)Ä, folgUch 
(a + 1) Jt — a {a+l) negativ, und um so mehr muss 
(a + l)A — ar — a{a+ 1) eine noch grössere ne^- 
gative Zahl sein. Dieser Ausdruck, sowie jedes andere GUed in 
der Reihe der Werthe von N leistet selbstverständlich den Be- 
dingungen der Aufgabe Genüge. 

$. 33. KuMte 6. Da (a + l)lt — ar die kleinste Zahl N 
ist, welche der Aufgabe Genüge leistet, so folgt, dass nach der 
ihr entsprechenden Gleichung 

ax + R = (a + l)y + r 
nothwendig ax + R = (a + 1)11 — ar sein muss. 
Hieraus folgt ar = A — r. Daher ist 
JV = «a?-f-r = a(R—r) + R. 
Nun nehmen die Werthe von x nach der im §. 22. bewiesenen 
Eigenschaft der Gleichung ivon der Form ax^^by s= e um den 
Goefficieitfen von y zu, d. i. hier um a + l; man erhält daher fol- 
gende Werthe : 

Ä — r; Ä— r + a + 1; Ä— r + 2(a+l) .... etc. 
folglich sind die entsprechenden ax + R, oder iY- Werthe: 
a(Ä— r)+ll; c[Ä— r+a+1] +R; a[ll— r+2(a— l)]+il.... etc. 
Hiemach lässt sich Stifers Regel noch kürzer folgendergestalt 
aussprechen: 

„Man multiplicire den Unterschied der geblie- 
benen. Reste mit dem kleinern Divisor und addire 
dazu dessen ResL'* 

$. 34. KoMta 7* Bei der Anwendung dieser Vorschrift 
darf man nicht vergessen, dass die Differenz der Reste, oder 11 — r 
oft negativ bt und dann auch eine negative Zahl N gefunden wird. 
In diesem Falle würde man nur das Product der Divisoren zuzu* 
setzen haben. 
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Es gebe z.B. N : i den Rest 2 

Dann ist Ä— r a= —1 und (Ä— r)— • ä —5, also 
{R-^r)a + R «±r —5 + 2 = —3. Bkna das. Prodnot 
a(a+l) d.i. 30 addirt, giebt iV >= 27 als die kleinste pon- 
üye ZM^ 

S. 35. K«tat« 8. Bleibt bei dem kleineren Divisor der 
Rest Null, so kann man dafür auch den Divisor selbst setzen. z.B. 
Divisor Rest 

5 oder & 

6 2. 

Hier ist mm R—r =s 3 mid also i\r » 3 . 5 + 5 = 20, wofür 
der GruBd leicht zu finden ist. 

Es gebe N : a den Rest oder «i und 

JV : (a + 1) den Rest 1 ; so ist flach der Fonael 
iV= (o + DÄ— ar, 
weil Ä tc fl und r = 1, JV = ((i + l)rf— ir ^ a\ 
Ebenso nach Zus. 6. iV = (a — l)i* + a « «*. 
Sind beide Reste aa 0, so wird aus 
iV =2 (a + 1) Ä— Äf, da A = a mad r ä « + 1 gesetzt 
werden kann, dasselbe Resultat hervorgehen, oämlicft 

(a + l)a — a(a + l) = 0. In diesem Falle ist also die 
kleinste Zahl iV = und die nächst höhere N = a{a + 1): ()« i 
das Product der beiden Divisoren. 

|. M. Kottata 9. Sind endlich beide Res^e um I kleiner 
als die Divisoren, so erhält man für N ebenfalls einen eiitfachchr^tt 
Ausdruck. 

Es gebe N : a dem R^st a— 1 uhd 
JV:Ja+l) „ „ ö. 
Dann is« iV « ((f+l)J{ — etr *«* ((i+l)(a— 1) — d« =i — 1, 
folglich das nächste^ höhere N = a(a+l) — 1. 

§. 37. li^hvMttCi Wenn eine Zahl' N so beschaffen ist, 
dass sie, durch mehrere "(attdei^e a, (, c dtc. dividiit, denselben 
Rest n übrig lässt, so bilden die Werthe von iV ffif a utid b 
(He Progression: ah+n\ 2a6+H; 3a6^ + ^ ... etc., für drei. 
Divisoren aber die Reihe: 

ai^c + n; 2«6c + H; 3a5o + fi . . . . etc. 
llewieffl. Da n sowohl dürtih d, als durch ( dividut zuift 
Quotienten giebt und n zum Reste lässt, so ist offenbar n itolbst 



— 27 ~ 

di« kleinste der gesuchten ZaUea. Um nun andere Zahlen zu er- 
halten, braucht ma» nur zu diesem Reste das Product der Divi- 
soren' (oder deren kleinsten Dividnus) zu addiren. Denn es gieht 
offenbar far die beidra Divisoren a und b der Ausdruck üb+n 
einerlei Rest « n. Ebenso ist für drei Divisoren a^ b^ c : abe + n 
eine sokhe ZaU vom Reste n ti. s. w. Alle solchen Zahlen stehen 
daher in der Progression: 

abe + n; 2ab€ + n; iabe + n 

Dasselbe gilt von jeder anderen Anzahl Divisoren, z. B. 
Durch 9 div. Rest 1 

» ^ M »» * 

n ft M » t> gic ht 
Jr= 1; 61; 121; 181, etc. 
Femer: Durdi 2 geth. Resl l 

»» «* w »» * 

»» * >» jy ^* 

Da aber für 2, 9, 4 der kteinste Dividwis =12, so ist die Reihe: 

1; la; 25; 87; 

$. 38. Katats. Für 2 Divisoren a und (, welche beide 
den Rest n geben, lässt sieh der Ausdruck für N auch aus der 
Gleichung ax + n ^ by + n sogleich ableiten. Denn diese giebt 

a» = — y. Damit nun x eine ganze Zahl werde, setze man y s a; 

2a . . . ., dann erhält man x « i, oder x ^ 2b etc., folglich 
ax-^-n oder N =^ ab+Uy oder 2ab+n etc. 
z.B. 



DiTisor 


Rest 


§ 


3 


• 7 


3 



Hier ist JV =: 5 . 7 + 3 = 38 u. s. w. 
S, 39. IieluroAtB. Gieb^ eine Zahl 

2V durch a getheilt den Rest a — 1 
und „ „ 6 „ „ „ 6 — 1, 
so ist K = a6— 1. 
Wtmw9imM Eine Zahl iV, welche die erste Bedingung erfüllt, 
hat die Form ax + a — 1 und, wenn sie die zweite Bedingung er- 
füllt, zugleiob die. Form bg + b — 1. Hieraus folgt 
ax + a\ = 6y + 6 , oder 
a(p + 1> = b(if + 1); daher 
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Setzt man y + l»a, soisto^ss h — 1. ' 
Demnach ist N ^ ax + a — 1 == 0b — 1. ! 
Beweis 2* Die Behauptung rechtfertigt sich aog^eiGh durch 
wirkliche Dimion. Dividirt man ah — I durch n, so kann der 
Quotient nicht 6, sondern nur b — 1 sein, und man erUilt zum 
Reste a — 1. Ebenso giebt ab — 1 mit b dividirt den Rest b — 1, 
wie folgende Rechnung zeigt: 

c]c6 — 1[J — l i]ab— IIa— l 

ab — a ab — b 

Rest a—1 Rest 6—1. 

$. 40. KiuiatB. Auf dieselbe Art beweist man dieses für 
S und mehr Divisoren , bei welchen die Reste allemal um 1 kleiner 
sind, als jene: 

Giebt N : a den Rest a — 1 

N : b „ „ 6 — 1 und 
N : e j, „ 6 — 1, so ist 
jY » abc-^l^ wie folgende Division zogt: 
alabc — 1 [bc — 1 

abe — g 
Rest a — 1 u. 8.W- 
z. B. Welche Zahl giebt 

8i 2i 

durch 5 > dividirt 4 > zum Reste? 

Antw. 120 — 1 = 119. 
Welche Zahl giebt 

2 1 1 I 

durch 6 | dividirt 5 !' zum Reste? 
12 ) 11 j 

ffier findet man N »= 12—1 = 11; 24—1 = 23 etc. 
$. 41. IiehraatB, Stehen die Divisoren zu den gebliebencfn 
Resten in gleichen arithmetischen Verhältnissen, so findet man bei 
einer beliebigen Anzahl derselben eine Zahl N, bei der diese Reste 
bleiben, wenn man von dem Producte aller Divisoren die Differenz 
zwischen einem Divisor und seinem Reste abzieht. 

Beweis. Es gebe iV mit a dividirt den Rest d 

- - 6 . - - « 

- - c - - - /, und es 
sei a — d = t — e ^ c — /, so.nwss 



If SS o(e— (a — d) sein. 
Denn da nach der Voraussetzung 

a — d «= * — e = c — /, so ist 
abe — (a — d) ä a6c— (6 — e) = ahc — (c — /). 
Diyidirt man nun 0bc—a + d durch a, so erhält man be — 1 zum 
Quotienten und d bleibt Rest 

Ebenso giebl abc — (6 — e) oder abc — 6 + « durch b divi- 
dirt den Quotienten ac — 1 und den Rest e und endlich abc 
— (c — /), oder abc — c + f durch c dividirt, den Quot. ab — 1 
und den Rest f. Dasselbe erstreckt sich auf jede beliebige Anzahl 
von Divisoren, so lange dieselben mit den entsprechenden Resten 
in arithmetischer Proportion stehen. 

S. 42. Beto»lele. 1) Yfemk.NiS den Rest 1 

und iV:8 - - 4 giebt, so 
ist iV= 5.8—4= 36. 

2) Wenn ^: 8 den Rest 

undiV:lS - - 7 giebt, soistiVs8.15 — 8=3ll2. 
Giebt^:a den Rest 
und iV : (a + 1) - - 1 , so ist 
N:=: a{a+ D— a =3 o« ($.30.). 
8) Wenn N:3 den Rest i 
NU - - 2 
N:b - - 3 giebt, so ist 
^ = 3.4.5—2 oder ^ CS» 60—2 = 58. 

4) Giebt ^:3 den Rest 1 

N:l - - 5 

^:9 - - 7, so ist iV = 3. 7.9—2 = 187. 
Da hier 63 der klehiste Dividuus der Divisoren ist, so sind 187 
— 63, oder 124; 124 — 63, oder 61 noch kleinere Zahlen, welche 
dasselbe leisten. 

5) Giebt N: 5 den Rest 3 

iV: 7 - - 5 
NiU - - 11 
N:16 - - 14 
so ist iV = 5 . 7 . 13 . 16— 2 = 7278. 

$. 43. Aasahl der mtfgllchea AnUtfanagea. Bei 

vielen Aufgaben viranscht man hauptsächlich die Anzahl aller mög- 
lichen versduedenen Aufl(toungen zu wissen; es ist daher nicht un« 
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wichtig, hierüber das Geset« fealvustetten und zwar fiür die beiden 
Hauptformen 

I. ax — ly^'jfit 

U. oo? + fty =s H^ «. 
Verlangt man aus diesen Gleiebungen die Wertbe fflr m nnd y nur 
in absoluten, d. h. in positiven ganzen ZaUen, so kann das obere 
Zeichen ( — ) in II nicht statt finden, da offenbar zwei positive 
Zahlen keine negative Summe ( — e ) geben können. 

$. 44. üehrantv« I. Die Anzahl der Auflösungen, welche 
die Gleichung aa?— 6y = "+c 

gestattet, ist unbeschrankt, dagegen muss sie 
. n. für die Gleichung 

OJP + fty = c, 
sobald für x und y irgend .ein WeHh er und ß in ganzen Zahlen 
möglich ist, stets eine besehränkte sein und zwar ist die Gesammt- 
zahl aller Auflösungen jederzeit um 1 grösser, ab (fie in dtom 

Bruche -7 enthaltenen Ganzen. 

Beweis. Zu L Nach $. 2t. fttnden vnr Ar diese Gleichung 
die allgemeinen Werthe * 

y =: ß + m. 
Nun kann man für n irgend welche Zahl anndiitten, jedesmal vnrd 
a + nbj so wie /9 + na wieder eine ganze Zahl geben, so dass 
folglich ac und y eine unendliche Anzahl von W^hen anzunehmen 
fähig sind. 

Zu n. Für die Auflösung der Gleichung as+hy ss e fanden 
wiF ebenfalls die allgemeinen Formehi 

(jT ae a + nfr 
y = ß~na. 
Hier muss nun n so bestimmt werden, dass 
a + nb>0 
und ß—na>0, oder 

n>— ^ und 

ii<-^ist. 

a 

Könnra diese Bedingungen nicbt zu|^h ohne Yfiitmifiitmh od«r 
durch Zusammeitfallen b«ider Grenw&t b«ite)ie% s« trif^ diea», an, 
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^Mfl überhaupt keine Auflösung in positiven ganzen Zahlen möglich 

sei. Finden sie dagegen statt, so ist die Anzahl der Auflösungen 

tt ß 

innerhalb der (Glrenzen • r und — enthalten, oder was einerlei 

ist, sie liegt zwischen r- und ^- Nun ist ^ — 1 t\ 

ab ah ab \ ab f 

=: ^- — - — s= — ; mithin ist die Gesammtzahl aller Auflöauiigen 

um 1 grösser als die in dem Bruche -r enthaltenen Ganzen. 

§. 45. Um den vorigen Satz auf einige Beispiele anzuwen- 
den, so sei 

l)aj + 5^ = 165. 

Hier ist -r ^ ^ = 33. Daher giebt es 34 Auflösungen 

(wobei auch o? = ist, so gut wie y =• 0). 

2) Die Gleichung 5^+iay = 864 gestattet, da 4 "»^^ 

ao w 

= 14 ist, IS Auflösungen. 

3) Aus Ix + Vltf sr 255 folgt, dass sie nur 3 Auflösungen 
gestattet. 

§. 46. §peclelle Anfl^aiuiiCB. Bei der praktischen 
Auflösung der Zahlengleichungen von der Form a^ + by =? c tre* 
ten sehr oft solche Fälle ein, wo man auf einem kürzeren Wege 
zur Bestimmung der Werthe für die Unbekannten gelangen kann. 
Die Umstände, unter welchen dieses möglich ist, hangen von den 
Beziehungen ab., welche theils zwischen den Coefflcienten a und 6, 
theils zwischen diesen und dem dritten GUede stattfinden und da 
sie leicht zu erkennen sind, so ist es nicht überflüssig, dieselben 
hier näher zu betrachten. Zu diesem Ende wird es aber erforder- 
lich sein, eimgß Satze als Prämissen zu begründen. 

§. 47. üehrsata» Wenn bei der Gleichung aa;'+6y == c 
einer der Coefflcienten a und ( , z. B. a in c aufgeht , so hat die 
Unbekannle vom anderen Coefflcienten in. der Reihe ihrer Werthe 
auch den NuUwerth, während, zugleich jene (x) den Werth des 

Quotienten ( ~ 1 besitzt, woraus sich alle übrigen Werthe für x 

und y ergeben. 



Beweis. Geht a in e auf, so ist e als Yielfaches von u 
s ma. Dann geht die Gleichung 
ax'IfbS sr ma 

für y = in folgende über: 
ax «s ma und giebt 
X = m. 
Da nun nach $. 22. die x - Werthe in einer Progression nach der 
Differenz h fortgehen, während die y- Werthe ebenfalls eine Reihe 
von der Differenz a bilden, so erhält man für 
ax+by =: c die Werthe 
von X = mj m +b^ m'+2by .... 
und y = 0, +,a, +.2a, .... so wie für 
die Gleichung ax — (y = c die Werthe Ton 
X = m, m + bj m + 26 .... 
y = 0, a; 2a .... sind. 

$. 48. ZnsatB. Der vorige Satz gewährt in vielen Fällen 
eine überaus bequeme Auflösung einer Gleichung mit 2 Unbekann- 
ten, wozu auch selbstverständlich alle solchen Gleichungen gehören, 
in welchen der eine oder der andere CoefBcient = 1 ist Einige 
Beispiele mögen hier Platz finden. 

1) Es sei lla;+3y = 90. 

Man setze a? = 0, so wird 

y =r Jü! = 30. 

Man erhält also folgende Werthe: 

a? £= 0, 3, 6, 9 . . . 
y = 80, 19, 8, —3 . . . 

2) Es sei a; + 35y = — 11. 

Man setze y =: 0, so wird a?= — 11; 
daraus fliessen folgende Werthe: 

0?=:— 11, 24, 59, 94... 
y= 0,-1,-2,-8... 

3) Es sei 5a?— 3sf = 20, so ist für y = 0: 

g = 0, 5, 10, 15 . . . 
X = 4, 7, 10, 13 . . . 
$. 49. I^ebrfwts. Jede Gleichung von der Form 
ax+by = c 
kann in eine andere verwandelt werden mit zwei anderen Unbe- 
kannten, deren Coefficienten aus Summe und Differenz der vorigen 
bestehen. 
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Vcwcfa« Für I. aCB^hy ^ c 

sei i(ai + lf) s= p 
und l(jr—g) = q 
so ist x^^.p + q 
und if =s p — f . 
Diese Werthe in die Gleichung L gesetzt, sp erhält man 
ö(P + «)— *(P— «) = c, d.l 
ap + aq — bp + bq SS c, oder 
ap — >p + ag + (f = c , also 

(ö— 6)P+ («+6)?= c. 
nerdorcb ist daher die gegebene Gleichong in eine andere yer- 
wandelt von der Form 

u»+8g ^ c. 
Nehmen wir femer die Form 

II. flo? + 6jf = c, 
so gebt sie über in folgende: 

ö(P + «) + *(p— «) = «d. i. 
«P + «J+*J» —bqss c, oder 
(a + 6)p+ (a — 6)j= ^ 

$. 50. Xnsate. Auch dieser Lehrsatz gewährt in manchen 
Fällen eine kürzere Auflösung als die gewöhnliche Reduction, wenn 
nämlich die Summe der Coeff. a+ b, oder deren Differens a-— 6 
in e aufgeht, wie folgende Beispiele zeigen: 

1) Es sei gegeben: 8a? — 3y = 77. 

Hier ist 8 + 3 = 11 ein Factor von 77. 
Nach I. ist daher 5p+llj = 77, folglich wird nach $. 47. für 
p SS { = 7. Man hat also 
X =^ p + q ^ 1 und y = p— g = — 7, 
wodurch nun die übrigen Werthe aus 8 a; — iy = 77 folgen, 
nämlich: o; = 7, 10, 13, 16 ... . 
y=-7, 1, 9, 17 

2) fiegdboi Ilay + 7y » 180. 

Setzt man iix + y) = p und ^ix—g) = 9, so hat man: 
18p + 4f «B 160, oder 
9p + 2} = 90. 
Für 9 =; ist also p o 10 , folglich 
X SS p + q tsz 10 und 93= p — q ä 10. 
Daher smd nach der gegebenen Gleichung die übrigen Werthe . * 

B^rkhan, ' 
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a? = 3, 10, 17 
9 = 21, 10, -1. 
8) Gegeben 7 jr + 4y == 39^ 
Man findet hier sogleich 

11p 4.39 =: 39, folglieh 
iur p £= D ist { = 13, also 
a? = p + j = 13; y = p_j = — 13, 
wodurch die übrigen Werthe sich finden, nämlich: 
X = 13, 9, 5, 1. 
S = — 13, —6, 1, 8. 
$.51. Wenn bei der Gleichung ax — hy ^ t kemer der 
Coefficienten a und 6 in dem 3ten Gliede c aufgeht, so multiplieire 
man dasselbe mit dem kleinsten von jenen. Diess sei z. B. a. 
Dann geht die Gleichung über in eine andere 

oxi — bsi = ac, 
in welcher die Grösse yi des Nullwerthes fähig ist ($. 47.). Man 
setze nun y^ = 0, dann wird Xi ^ c und es ist somit für letz- 
tere Gleichung eine Auflösung m ganzen Zdüen hergestellt, indem 
sich die Reihen bilden: 

ixi fec, c + b, c + 2b^ c+36,.... 
yi s=: 0, a, 2a, 3a, .... 
Um nun hierdurch auch die gegebene Gleichung aufzulösen, hat 
man nur nöthig, die amal zu grossen Werthe für x, y, wieder 
mit a zu dividiren. 

Bei der Reihe der yj- Werthe geht dieses ohne Weiteres von 
statten; allein bei den jr^-Werthen wird zwar in vielen F^en, wo 
a, 6, c kleinere Zahlen sind, bald ein durch e theilbares Glied auf- 
gefunden werden, ohne die Glieder der Reihe weit zu entwickeln. 
Sind dagegen a, b, c mehr als zweiziffrige Zahlen, so würde, wenn 
nicht das betreffende durch a theilbare Glied durdi ein Gesetz 
bald bestimmbar ist', dieses Verfahren sehr weitläufig und deshalb 
unpraktisch werden. 

Uebrigens bleibt das Vertuen bei der Gleicbinig 0;^+ (y=:c 



$. 52. Wir wollen nun diese Vorschrift durch euiige Bei- 
spiele erlautem. 

1) Es sei gegeben Sx-^iy « 1. 
Mult. man das dritte Glied mit 3, so erhält mta 
iXi—byx «8. 
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Setzt man jTi == 0, so folgt tri s 1. Wenn tdso 

so ist % z f ; e; if; il: Jf : : : : I «'«- w«^« -» » •«"<»• 

giebt y = 0/1, 2, 8, 4 

a» = i» 2, ^ ^ 7 . . . . 
Es sind demnach 1 und 2 , so wie 4 und 7 schon 2 Auflösungen, 
zu welchen sich andere nach $. 22. leicht ergeben. 

2) Gegeben 7x+5y s= 73, 







r 


r«i+5y, = 


= 365^'' 
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0. 


5, 10, 15, 


, 20, 25, 


30, 


35, 


40. 


46 . . . 


yi 
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73, 


66, 50, 52 


, 45, 38, 
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24, 
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10 . . . 
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9 . . . 
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2 . . . 


S) Gegeben 19« + 7y 
19«! + 7f, 


= 819^^ 
















«t = 0, 


7, 14. 


. . 














»1 = 117 , 


98, 79 . 


. . 
















1 
14 «•«••". 











4) Hat einer der CoefBcienten z. B. 6 mit c einen gemein- 
schaftlichen Factor» so braucht man nur c mit dem anderen Factor 
zu multipUciren. 

Gegeben 15» — 4y ~2 



IdiTi — 


4»i = 


= 4^ 


^ 




<F,= 


0, 


4, 


8, 


12 . . . 


»1 = 


-1, 


14, 


29, 


44 . . . 


X = 


• 


2 


• 


6 . . . 


y = 


• 


7 


• 


22 . . . 



6) Gegeben 6« — 5y = 2 .^ 
6«j — 5yj = 6.^* 
xt = 1, 6, 11, 16, 21 . . . 
yi = 0. 6, 12, 18, 24 . . . 

« =: « 2 « , 7 . . . 

y = « 2 « » 8 . . . 

6) Gegeben 11» — 12y =8.. 

U<%— 12y(^12,^ also cor 0^=0 ist yts—i. 
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daber: xi s= 0, 12, 24, 36 . . . 
y^ =.-1^0, 2L, 32... 
flp = 0, 8, 6, 9 . . . 

y= •••8... 

* $. 53. üehrsalK. Wenn eine Gleichung yon der Form 

I. ax — 6y = c, 
wo a prim zu 6, auch c kein Yielfaches von a oder ( ist ^ in 
eine andere Gleichung durch üfultiplicaüon nUt einem der CoefQ- 
cienten a oder ( verwandelt ist, wie z. B. 

n. ax| — bf/i = oc, 
bei welcher die Grösse yi des NuUwerthes fähig ist; so liegen in 
den arithmetischen Reihen der sc^- und y^-Werthe, die durch a 
theilbaren Glieder aUemal in eine«i Abstände von a Gliedern, d. h. 
von diesem um a Glieder weiter. 

Beweis* Aus II. folgt für y^ =0, ,Xi = c. 

Wenn also i»» = «' "' ^a, 3« 



Xi = c, ^ + 6, c + 25, c + ib . . 
j y = 0, 1, 2, 3 . . . 

so ist { € #4- 5 c+26 e + ih 

* a a a a 

fia nqp a weder in c, noch in b aufgeht (e. h.), so kana a nur 
daiiD 'm e + b airfgehen , 8(d>ald a in der Summe der Reste auf- 
geht, welche c und 6, durch a dividirt, geben. 

Gesetzt, a ginge in c + 6 auf, so vmrde dieses zunächst 
wiederum der Fall sein, wenn man so vid Glieder weiter geht, als 

c -4- d 
a Einheiten hat; denn das ate Glied nach diesem ist: 

a 

c + (a+l)6 , e + ab+b , . n , i; p i,* 

i i- , oder , wo also am e + b + ab aufgeht. 

a a 

Dasselbe gilt offenbar von jedem anderen Gliede dieser Reihen, sei 

es auch, dass das treffende GMed auf der einen oder anderen Seite 

des NuUwerthes von yj liege. 

$. 54. Zneotc Der vorige Satz gik ebensowohl von der 
Gleichung ar + by sb c und ist derselbe dabei: bei dieser Auflö- 
sungsmethode aUgemein gültig. 

Hat man also bei einer numerischen Gleichung für die beiden 
Unbekannten erst einen Wei^in ganzen Zahlen bestiMflit, so sind 
sogleich noch andere Werthe zu finden, die in einem gewissen Ab- 
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I 



so ist 



Stande, der sich nach dem Theihingscoefficienten ergiebt, eine neue 
Progression bikleu. 

$. 55. Es sei z. B. die Gleichung gegeben : 

3ds «^ 2y =^ 1, So Terwandelt sich dieselbe in 
3 a?i — 2y4 = 2. Wenn daher 

I y, = -4, -1, 2, S, 8, 11, 14, 17, 20 

I xt = —2, 0, 2^4JJ, 8, 10, 12, 14 

y = — 2, lT^4, 7, 10 

X a« —1, 1, 3, 5, 7 . . . . 

Hier sieht num deutlich den Fortschritt der durch 2 theilbaren 

Werthe in der Reihe I. 

Anflttsang der Gleichang a^ — &y s= c darcli Xnrflck« 
fahraag mul den üehriats von M. Stif el. 

S- 56. Die Idee, die Stifftls6he Regel (nach welcher die 
Gleichung ax — hy ^ c allema) aufgelöst werden kann, sobald 
6 SS aipi ist) zu erweitem, Usst sich durch eine kleine Um- 
wandlung realisiren. 

Man setze by = (tf + V)%. (1) 
Dann ist ax—{a + \)% ^ t (2) 

Dieser Gleichung entspricht nun die Au^d)^: Eine Zahl N zu fin- 
den, welche durch a theilbar, durch a + 1 getheiit aber den Rest 
e giebt. Diese Zahl N ist nun nach jener Regel = a^c. Es ist 
demnach 

ax an ijflt 

(a+l)« + d = a»(j, felgKch 
X ISS ae 



(3) 



(4) 
(5) 



. 



d + l 



c(« — 1), daher 



(yits (fl-Hl)**« a*(;— <; = (a* — l)c und mithiü 
_ (o»— l)c (a + l) (a— l)c 



Diese Auflösung giebt nun für x und y sogleich ganze Zahlen, 

wenn der Goefficient 

c 
( in ( alfl aufgeht. 
a»— 1. 
S. 57. B^pMcf« 1) Gegeben 5d7-^Sy :» 6. 
Hier ist o; = 80 und y = 48 (nach 4 «»d 0). 



— 38 — 

2) Gegdien 7«— 16y = 3. 

Hier geht 16 in 7>— 1 , d. i. in 288 auf. Daher ist 
« = 21, 37 . , . . 
y - 9, 14 ... . 

3) Gegeben 13« — 4y = 11. 
Da 4 in (13~-1) aufgeht, so ist 

« =s 143 , 
y = 462 '"'• 

4) Gegeben 4tx — 3^ = 7 

« = 28 , 
«^ etc. 

5) Gegeben 6x — 5y— 9 

oj = 54 \ 
y = 63 ^^• 

6) Gegeben 5« — 12y = L 

» sss 5 ^ 

etc. 
y = 2 

7) Gegeben 19ap — 15y = 1. 

fl? « 19 , 
y = 24 

8) Gegeben 17« — 24y = 1 

aj = 17 , 
y = 12 
$. 58. Zasats» Wenn bei der Gleichung 
ax — by = c 
der CoefBcient a entweder in 6+'l, oder in b^ — 1 aufgeht, so 
lässt sich die Auilösung dieser Gleichung ebenfalls auf die vorige 
zurückfuhren. Man braucht zu diesem Ende die gegebene Gleichung 
nur mit — 1 zu multipliciren , wodurch man das erste GUed mit 
dem zweiten vertauscht. Aus ax — by n c wird also 

by — ax = — c 
und man erhält sogleich y = — bc. 
z. B. £s sei 3s — 6y =s 2. 
Da hier 3 in 5 i- 1 aufgeht , so setze man 
5y — 3» = —2. 

g ^^ 2 

Dann ist y = — 10 und x =t -^-^ = —16. 

Es ergeben sich nun hieraus vorwärts gehend, die W«rthe 
fOr jr und y, nämlich: 



^ 
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p «i —16,. —11, —8, —1, 4, 9, J4, 19 

\y « _io, _ 7, —4, -1, 2, 5, 8, 11 . , 

Es sei ferner gegeben: 

60jp— lly=: 7. 

Da 60 in 11^ — 1 aufgeht, so hat man: 

lly — 60a? = — 7, folgüch 

„ ^ 120.-7 

y = — 77 und x = — ^ — = — 14. 

$. 59. üehrsats. Bei je zwei arithmetischen Progres- 
sionen sind die Unterschiede zwischen den wechselseitigen Pro- 
ducten aus zwei zunächst auf einander folgenden Ghedem con- 
stant und zwar ebenso gross, als der Unterschied, welchen das 
erste Glied der einen Reihe mit dem Exponenten der andern mul- 
tipUcirt und dem Producte aus dem ersten Gliede der anderen 
Reihe mit dem Exponenten Ton jener giebt. 

Beweis« Nimmt man z. B. die beiden Progressionen 

3, 8, 13, 18, 23 ... . (Exp. 5) und 

4, 7, 10, 13, 16 , . . . (Exp. 3) 

so ist 4 . 8 — 8 . 7 = 7 . 13 — 8 . 10 = 10 . 18 — 13 . 13 u. s. f. 
= 4. 5—3. 3 = 11. 

Nun seien allgemein die beiden Reihen : 

n, a + *, tf + 2rf a + (i»— l)d, a + nd (d 

b, 6 + c, 6+2c 6+(n— l)c, b + nc (c 

so muss, wenn man die n**" und n+ 1^ Glieder beider Reihen 
wechsetoeitig muitiplicirt und diese Producte subtrahirt, die Dif- 
ferenz ebenso gross sein, als ac — bd. 

Denn es ist die Differenz dieser Producte 
(a + (n—l)d)(b + nc) — (b + (n— l)c)(a + nd) 
und die wirkliche Multipli'cation ergiebt 

für («+(n -l}rf)x ib+nc) == ab +(n — l)6rf+flnc+(n— l)dne 
und(6 + (n— l)c) x (a+nd)^ ab+{n — l)ac + bnd+(n—l)cni. 

Folglich die Differenz =s — bd+ac oder ac — M, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Ist die eine Progression steigend , die andere fallend , so än- 
dert diess die Sache nicht. 

$. 60. Znsats 1. Nimmt man die reciproken Producte 
"^on zwei beliebigen correspondirenden Gliedern dieser Reihen, z.B. 
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die epsten und ii^ u. g. w. , so ist die Visieren« derselben r= dem 
(n — 1) fachen von at-^bd. Denn man hat: 

flx(6+(n— l)c)-6x(a+(n-l)d) = (t(6+iic— c)— 5(o+nrf— (0 
=s ab + anc — ac — [ab + nbi — bd\ 
= ane—ac — nbd+bd = n(ac — Cd) — (ac — bd) 
CS (i» — l)(ac — Cd). So ist z.B. bei den Reihen 

a, 8, 18, 18, as, 28 . . . 

4, 7, 10, 13, 16, 19 . . . 
4 . 28 — 8 . 19 = 55 = 5(11) 
7 . 23 — 8 . 16 = 33 = 3(11) u. s.w. 
$. 61. SvsatB 2. Das erste Glied der ersten Reihe 
multiplicirt mit dem Exponenten der zweiten, weniger dem Pro- 
ducte aus dem ersten Gliede der zweiten Reihe und dem Ex- 
ponenten der ersten, ist ebenso gross als der Unterschied der 
beiden Producte aus dem n^ Gliede der 1^ Reihe*) mit dem Ex- 
ponenten der 2''* und dem aus dem n*^ Gliede der 2*«* Reihe mit 
dem Exponenten der ersten. Oder es ist bei den Reihen 

(t, tf + d, a+2d a+nd (d 

bj b+Cj b + 2c b+nc ...,'. (e 

c . a—d . b ==; c{a+d)—d(b + €) 
so c(a+ni)-^d(b+ne) 
wie solches die Auflösung der Klammem logleicii ergiebt. z.B. 
für die Reihen 

3, 8, 18, 18, 23, 28 (8 

4, 7, 10, 13, 16, 1» . . . . (3 hat ma» 
3.3—5.4 = 3.28—5.10= 3.13--*5.10 etc. « •-.ll, 

S. 62. Iichnuits. Sind die aus der Gleichung 

ax'+by =3 c gefundenen Werthe: 

X = s\ x'\ a?"', , 

y = »', y", y'" 

so ist allemal die Differenz zweier wechselseitigen Producte deoü 
dritten Gliede t gleich, d. h. es ist: 

iD'Xy"— 4p"xy' a» c, oder auch 

y'xaß"—y"xx' ä c. 

, coordinirte Werthe der 
Unbekannten sind, so ist 



*) Nach dam Aafaipglisdt^ 
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aad^+hf/' SS c ttnd ebenso ist, da aneh 
^ Mji ^ Gleichung GenOge kisten: 

Es bflden aber die successiven Werthe von x und y zwei Reihen: 

m ^ af, x*\ af** vom Expon. h. 

y = y'> y'^ 9**' vom Expon. a. 

Nun ist X* . y**—ff' .xf* =^ c\ denn es ist 

( der Exponent der obern Progression 
™d a „ „ „ untern „ ; 

folglich ist diese Differenz » aa^—hy' (nach $. 59.) und, da diese 
As ist, so muss es auch jene sein. 

%. 63. ZasatiB. Aus der Gleichung 6aj— 7y s — 2 fan- 
den wir ($. 5.) die Werthe : 

jp = 2, 9, 16, 23 

y = 2, 8, 14, 20 

Es ist also 2 . 8—2 . 9 = —2 

9.14 — 8.16 « —2 U.S.W. 
Aus der Gleichung 4jr + 3y ^ 50 fanden wir ($. 8.) 

» = 2, 5, 8, 11 

y =14, 10, 6, 2 . . . , 
Daher 14.5 — 2.10 = 50, 
sowie 10 . 8— 5 . 6 = 50 u. s. w. 
Ebenso sind aber auch die Differenzen 

2 . 10 — 14 . 5 und 5 . 6 — 10 . 8 gleich gross, ob- 
gleich negativ. 

Bei der Gleichung lla; + 3y= 90, 
ist o; =: 0, 3,6 
y == 30, 19, 8 
folgüch 30 . 3 — . 19 = 19 . 6—3 . 8 = 90. 
Kennt man von dieser Gleichung nur das 3'^ Glied 90 und 
es sind die 3 Werthe bekannt: 

dp =: 3 und 6 

y = l9, 

so kann man den zweiten auf 19 folgenden Werth hierdurch fin- 
den. Heisse dieser y", so ist 

X9x6 — 3xy' - 90, oder 
114— 3y" == 90, 

foIgUch y « Hiz:^ ^ 8. 



- 4a - 



Anfldflung der i&iiliestiMmten Caeiehang aaß +iby =i c, 
vermittelst arithmetiflchc^ Heihen* 

$. 64. Die beiden vorigen Lehrsätze bilden die Grundlage 
zu einer neuen Auflösungs- Methode der unbestimmten Gleichungen 
ersten Grades in ähnlicher Weise, wie diess durch die Anwendung 
der Kettenbräche geschiebt , indem man von der Form ajrijl (y s 1 
zu der ax'+bg := c übergeht. 

Es ist klar, dass wenn z. B. die Gleichung 
1) 5a?— 3y = 11 
aufgelöst werden fsollte und man hätte bereits fürj die einfachere 
Form . 2) 5a?— 3y = l 

irgend ein Paar coordiniite Werthe von s und y gefunden, sp 
würde, dieselben in die Gleichung 2. substituirt, durch Multiplica- 
tion mit 11 , auch eine Auflösung der vorgelegten Gleichung er- 
halten werden. 

Dasselbe gut von der zweiten Form aa? + (jf -= c. Denn 
gesetzt, es sollte die Gleichung 

3a? + 5y = 82 
aufgelöst werden. und man wüsste, dass für 

jp = +2 

9 

würde man haben: 

3(+2) + 5(— 1) = 1 und folghch durch Multiplication 
auf beiden Seiten mit 82 die neue Gleichung 

3(164) +5 (—82) = 82 ebenfalls eine Auflösung dar- 
bieten, wo also a? = 164 und y = — 82 ist. 
J. 65. Um eine Gleichung von der Form 
ax + by = c 
aufzulösen, beobachte man folgende Regel: 

1) Man bilde zwei arithmet. Progressionen, welche mit 1 an- 
heben, deren eine mit dem Exponenten (a) == dem Coeff. von », 
deren andere mit dem Exponenten (6) = dem CoefT. von y fort- 
schreitet. 

2) Alsdann nehme man die Differenz der Coeff. ch— ft und 
berechne nach $.61. die Differenz zweier reciproken Produkte von 
solchen Gliedern der Progr., welche durch den Unterschied der 
Exponenten (a — 6) theilbar sind — welche man durch Entwicke- 
lung von mehr oder weniger Gliedern bald iuidet*). 

*) Man wird nnr nötbig haben , die Reibe bis zn dem Gliede zn entwickeln, 
welches dieDifferem d— ^ «uzeigt -* also bis höcbstBi» 2iiffla—6<«i» Glied« — 



3a? + 5y s= 1 die Werthe | _ _, genügten, so 
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3) Man diTidire die Glieder diesar neaen Gleklniiig durch die 
in 2 gefundene Differenz und behalte die CoeOBcienten a und b 
ungeändert bei, so dass dadurch die posjÜTe oder uegatiye Einheit 
auf der rechten Seite eriialten wird. 

4) Endhch multiplicire man die so geänderte Gleichung mit 
dem dritten Gliede c, ohne die Coefficienten c, t zu berühren, so 
hat man dadurch zwei coordinirte Werthe für die Unbekannten 
gefunden. 

5) Ist die Differenz a — i, so wie auch c eine mehrziffirige 
Zahl, so erhält man gemeinig^ch auch grössere Zahlenwerthe für 
X und y. Um jedoch die kleinsten zu erhalten , braucht man nur 
Yon ihnen ein so grosses Vieffaches zu subtrahiren resp. zu addi- 
ren, als der Coeff. der einen Unbekannten m dem gefundenen 
Werthe der anderen enthalten ist 

S. 66. Beispiele svr Erlftatenug. 

1) Gegeben: ix — 6y = 1 

1,4, 7 (8 

1, 8,11 (5 

3(6) -5(4) =^- 2 

^3(— 3)-5C-2) = + l 

folglich « = — 3, 2, 7, 12 . . . 

y = — 2, 1, 4, 7 . . . 

2) Gegeben 17^;— 19y = S. 

1, 20, 89, 08 (19 

1, 18, 35, 52 (17 

17(20) -19(18) =~2 

17 (-1 0)- 19 (- 9)=+l 

17(— 30)— 19(— 27)= 3^ 

a? = — 30 + 19n .^ ^ ...^ «ä8 

rt^ . 1 « für n = 2 erhalt man . 

y = — 27 + 17n . y == 7. 

3) Gegeben 5« — 3y = IL 

1,4, 7, 10 (3 

1, 6, 11, 16 (5 

5(4)-3(6) = 2 
^ ^5(2)-3(3 )= 1 
5(22) — 3(33) = ir 
a; = 22 
y = 33. 



nnd onter diesen immer Eins fioden, welches darcb a — b theilbar ist, da alle 
durch a— fr theiU)«ren Glieder ia eioem Abstände von a— 6 Gliedern liegen. 
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< 4) €e([«bea Sff»-Sy s 11. 
1, 6, 11 .... (5 

1. 4, 7 (i 

^, 3(6) -5(4) = ..^2 

3(— 8»)— 5(— 22)= li^" 

• und tf = -22 + 3n^""^' '^y-2. 
8) G*giftbeh: 3« + 8y = 82. 

1, 6, 11, 18,21, 26 (6 

1. 4, 7, 10, 18, 16 (8 

o. 8(6) —5(4) = — 2 
'3(-8) +5(+2 ) =+l,^^ 
3 (- 246) + 5 ( + 164) »t 62^*" 

»= 164-3«,*^"="' *yy^ a. 

6) Gegeben: 25«— 6y = 16. 

1, 7, 13, 19 .(6 

1, 26, 51, 76 (25 

^» 25(19)— 6(76) =>= ir " 
^25(1) -6(4) ±= i .,^ 
25(16)- 6(64) = 16^" 
« =» 16 
y = 64. 

7) Gegeben: 31»— 5» = 249. 

1, 6, 11, 16, 21, 26 (5 

I, 32, 63, 94, 125. 156 . (81 

ag. 31(26) -5(156) = 26 
^31(1) -5(6) = 1 
81 (249) —5 (1494) = 249^ 
folgl. » = 249 — 5n und y = 1494— 3lM,< 

«ir » = 49, erhält man ~_25 daw» ^ u. s. w. 

8) Gegeben 19 a;— 11 y = 60. 

1, 12, 23, 84, 45, 56, \ 67 (11 

1,20,39, 58, 77, 96,/ (19 

- 19(56) —11(96) = 8 
^1 9(7) -11(12)= 1 
19(420)- 11(720; = 60.^'*'' 
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''* ran la fÜT « » 38 «tat DUUi: 
y sa 720 — 19n 

« » 2, 13 . . . . 

y = 2, 17 

9) Gegeben: 26<B + 7y = 610. 

1, 8,15,22, 29, 36, 43, 50, 67 (7 

1. 27, 53, 79. 105. 131, 157. 18 3 , 209 ... . (26 

20 (57) —7(209» = 19 
^" ^26 (3) 4 - 7 (-11) = 1 

26(1830) +7(--67i0) = OIO*^ 

«sc 1830— 7«.. _^, ..,, ■«« 8. 

,=-6710+26» ^'^'• = 261, erhalt man l^^^^j 

10) Gegeben: 24a!+7y = 1000. 

1. 8. 15, 22, 29, 36, 43, 50, 57, 64, 71, 78, 85... (7 

1,25,49 289... (24. 

Man braucht nur eine der Reihen so lange fortzusetzen, kit «eh 
ein durch (24 — 7) d.i. 17 theilbares Glied findet, indem das zu- 
gehörige der andern Reibe durch £e Formel: t =a a + (n — l)d 
leicht bestimmt. Man wird daher allemal diejenige -Reihe zuerst 
entwick^, welche den kleinsten Exponenten hat. Der Grund liegt 
in $. 61 •). 
Da nun 

.-24(8 5) —7(289) «=17 , so ist 

^?*I*>_±IlriZL^(iooo 

24(50Q0) + 7(— 17000= 1000. Es ist also 
«= 5000— 7 n ... -,1*-. 1'»= 2. 

, .-17000+24» «><» «^ « - 71* »»M y = 136. 



*) Es ist nSmlich bei zwei Progressiooeo , derea Glieder mit der Einheit 
anheben , wie z. B. 

1, 1 + d, 1 + ad l + (n-^l)d (d 

1, 1 + c, l + 2c i+(n-I)c (c 

die Relation: c—d = (! + (»-. l)dj .^-^[1 +(n—l)c]d, 
folglich mass, sobald, das- nt* Glied der einem oder andern Reihe durch (c — d) 
theilbar istv aaeh dM fi<« Glied d« nnderaa Reibe dadureh aaTg^hda, weil 
tonit keine Gleichheit bestehen wttrde. 
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IL CapiteL 

Von der AnflSsnng solclier Aufgaben, welche drei 

Unbekannte enthalten und nnr zwei Gleichungen 

darbieten. 

$. 67. Im Allgemeinen lässt sich die Regel für die Auflösung 
einer Aufgabe mit 3 Unbekannten und 2 unabhängigen Gleichungen 
so aussprechen: 

Man entwickele aus den Bedingungen der Aufgabe die beiden 
Gleichungen, deren jede die drei Unbekannten x^ y, % enthält und 
eliminire eine von diesen aus jeder Gleichung — ein Verfahren, 
welches dem ganz ähnlich ist, wo man bestimmte Gleichungen mit 
2 Unbekannten aufzulösen hat. Dadurch gelangt man zu einer 
Gleichung mit zwei Unbekannten , deren weitere Auflösung ia dem 
Vorigen erklärt ist. 

Sei z. B. gegeben : 

1) Ux+Uy + 9z - 360, 

2) x+ j^ + « t5= 30. 

Es sollen für a;, y^ % solche ganze Zahlen gefunden werden, welche 
jedesmal beiden Gleichungen Genüge leisten. 

Multiplichl man die Gleichung (2) mit 9, so erhält man: 

3) 9a? + 9y+9«= 270. 

Zieht man diese Gleichung von der ersten ab, so erhält man: 

4) 5a? + 2i/ = 90. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich der V^erth von x und y in Glie- 
dern einer unbestimmten Grösse A , nämlich : 

5) a? = 18— 2 A und 

6) y = 5i; daher nach (2). 

7) « «= 12 — 3i4. 

Wenn also i = T, 2, 3, 4, 5 . . . . 
so ist y = 5, 10, 15, 20, 25 ... . 

X ^ 16, 14, 12, 10, 8 

<B sEs 9, 6, 3, 0, -—3 . . ► . 
$. 68. Elimmirt man aus den beiden Gleichungen 

1) 14« + lly + 9» = 360 

2) x+ y + Ä = 30 
die Grösse x^ so erhält man die Gleichung 

3) 3y +5» = 60. 
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Aus dieser findet man: 

y = 20 — 5Ä 

X SS iB und nach Gleichung (2) 
«= 10+2B. 
Ist also J= 0, 1, 2, 8, 4 .... 

so ist x= 10, 12, 14, 16, 18 ... . 

y = 20, 15, 10, 5, . . . . 

« =: 0, 3, 6, 9, 12 . . . . 

Man sieht daraus, dass die Elimination derjenigen Unbekannten, 

welche den kleinsten Coeflicienten hat, nicht immer die Auflösung 

vereinfacht. 

Eliminirt man die Unbekannte y, so bekommt man die Gleichung 
3j; — 2« = 30. 
Die Auflösung dieser Gleichung erglebt: 
s = 31—15 

« = 2 i und durch Substitution dieses Werthes 
in (1) y = 45 — 5ii. 

Wenn also i = 6, 7, 8, 9 . . . . 

so ist X =3 12, 14, 16, 18 ... . 
y = 15, 10, 6, . . . . 
» = 3, 6, 9, 12 ... . 

Es sind daher für die gegebenen Gleichungen nur drei verschiedene 
Auflösungen in ganzen positiven Zahlen möglich. 

$. 69. Nicht immer sind zwei Gleichungen aus der Aufgabe 
herzuleiten, deren jede drei Unbekannte enthält, obgleich j:, ^, s 
darin vorkommen. 

Es seien z. B. drei Zahlen zu bestimmen, deren EigenschaReo 
durch die Gleichungen 

1) 20;r— 2Iy = 38 und 

2) 3 y + 4 s = 34 gegeben werden. 

Dann verföhrt man folgendermassen : Aus (1) suche man den 
Werth von x, so findet man: 

Es sei y + 18=:20i, so folgt 
ys=20i — 18 und daher 
;r = 21i-17. 
Setit man den Ylwüi von y in die Gleichung <2), so erhilt mal): 
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60i— 54 + 4X » 34 
also x=22— ISi. 
Ist nun i = 1 , so ist y ■■ 2 ; jr :£3 4 ; «r a 7 , und wegen des 
Ausdruckes für % können andere Werthe lür x, y, % nicht statt- 
finden. 

Wir wollen nun zur Uebung einige Aufgaben yomehmeiiy wo- 
bei sich das Verfahren der Auflösung leicht übersehen lässt. 

$. 70. Aufgabe» Zahlen von der Beschaffenheit zu fin- 
den, dass sie durch 3 getheilt, den Rest 2, durch 7 getheilt, den 
Rest 3, und durch 10 getheilt, den Rest 9 geben. 

Aoflffflung. Ist N eine solche Zahl, so erhält man fol- 
gende Gleichungen: 

i¥ = 3jr + 2 = 7y + 3 = 10ä + 9. 
Man bestimme zunächst N, den beiden ersten Bedingungen ent- 
sprechend, dann hat man 

1) ^ = 2y-h?-y- . Maa setze 

2) y + 1= 3i, so ist 

3) y ä= 3i — 1; folglich 

4) iV = 7y + »-2li— 4. 

Um nun der dritten Bedingung zu genügen, setze man 
6) iV = 21i— 4 = iOs + 9, oder 
10«» 2Li — 18, folgUch 

6) z = 2i-l-h^. 

Setzt man i — 3 = 101», so folgt 

7) i= 10 B + 3; mithin ist nach 5 und 6 
iV=2IOB-h59. 

Nimmt man nun 

fi = 0, 1, 2 . . . ., 80 ist 
N— 59, 269, 689 ... . 
$. 71. Anmerkung. Man kann diese Gleichungen für N 

auch unter der Form 

2V ^2 

T = '+3 

N _^ 3 

y-y + Y 
Tö'^^^ + io 

betraehten, wo Rr 4 Uabekanfile 9 Gleichungen gegdiM «wL 
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$. 72. Amt$mh9. Für M Ggr. soUen 20 Töpfe von dreier- 
lei Grösse gekauft werden und zwar die grössten von 2 Ggr., die 
mittleren von 1 Ggr., die kleinsten von | Ggr. Wie viel bekommt 
mmi TM ledBT Sorte? 

Aufldsmif« Die AnzaM der grössten sei = jr, die der 
mittleren as jr und die kleinsten = js, so erhält man folgende 
Gleichungen: 

1) 2;r + y + ii; >= 20. 

2) x + y + « = 20. 

Zieht man die Gleichung (2) von (1) ab, so kommt: 
8; Jt^l« =i 0, oder 
2jr-^s *± 6, also 

4) ff«2#. 

Aur der Ueichuig (2) ergiebt sich nun 

yflB20 — JT — s, oder nadi (4) 

5) 9 = 20 — 3jr. 
Nimmt man daher 

0? =^ 1, 2, 3, 4, 5, 6, so ist 
X = 2, 4, 6, 8, 10, 12 und 
S « 17, 14, 11, 8, 5, 2. 
$. 73. Aus (4) konnte man auch sogleich nach $. 18. fol- 
gern: X =z lA und X = 21, wodurch für s und z die Werthe 
entstehen, nämlich: 

für A s 1, 2, 3, 4 . . . . 
folgt:* =1, 2, 8, 4 ... . 
und 2 SS 2» 4, 6, 8 ... ., 
so dass nur noch y zu bestimmen wäre. Aus (2) und (4) folgt 
20— 3jr=y = 17, 14, 11, 8 u.s.f. 

$. 74. AnffiAlie. Jemand hat Olöthiges, 121öth. und 14- 
löth. Silber und will 5 Mark lä^löthiges hieraus verfertigen; wie 
viel Lotiie muss er von jeder Sorte dazu nehmen ? 

Auflöduiig. Er nehme x Loth 91öthiges, y Loth 121öth. 
und X Loth 141öth. Silber, so erhatt man die beiden Grlciehungfin: 

1) s+y+z «fc 80, 

2) 14jr-hl2j^-{^9s » ]«80. 

Mult. man die Gleichung (1) mit 12 Uid sid>trahirt sie dann von 
(2), 80 ergiebt sich 

2a;— S^s m im. 

Btrkhan, 4 



- 6Ö - 

Polglich ist X = ii±i!? = s + 60 + ^. 

Man setze' s = 2i4, so wird 

X = 3i + 60 und durch Substittttion der Wer- 
the Ton X und % in die Gleichung (1) erhält man 

y = 20 — 51. Nimmt man nun den Werth von 

i = 1 , 2 , 3 , so findet man 

o; = 63, 66, 69 

y = 15, 10, 5 

Ä = 2, 4, 6 
und andere Auflösungen in ganzen Zahlen sind nicht möglich. 

$. 75. Aufgabe. Ein Getreidehändler soll 120 Malter 
Korn für 540 Tlür. liefern; er nimmt dazu dreierlei Sorten, die 
eine das Malter zu 3| Thlr., die andere das Malter zu 4| TUr., 
die dritte das Malter zu b\ Thbr.; wie viel Malter muss er von 
jeder Sorte nehmen? 

Auüdiiiuic« Er nehme x Malt, von der ersten Sorte, 
•y - - - zweiten - 
« - - - dritten - 
so ist \) x+ y+ % — 120 

2) i\x + \ly+b{z = 540. 

Um die Brüche wegzuschaffen, mult. man die Gleichung (2) mit 
12, so erhält man: 

3) 45a; + 56y + 62» = 6480. 

Mult. man nun die Gleichung (1) mit 56, so wird 

4) 56a? + 56y+56» = 6720. 

Zieht man die 3te Gleichung von der 4ten ab, so bleibt: 

5) 11*— 6« =:240. 
Daraus folgt weiter 

6« = IIa?— 240 

Man setze x = 6i, so wird 

7) «= lli — 40 (nach 6.) 

Endlich die Werthe von m und % in (1) gesetzt, findet sich 

8) y = 160— 17 i. 

Hier kann nun A nicht unter 4 angenommen werden, weil nach 
(7) der Werth von % sonst negati? würde. 
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Wenn daher ^ as 4, 5 , 6, 7 . , , > 

so ist aj =: 24, 30, 36, 42 ... . 
y = 92, 75, 58, 41 ... . 
s =: 4, 15, 26, 37 ... . 
%, 76. Anfgalbe« Dreissig Personen, Männer, Frauen und 
Kinder, verzehren in einem Wirthshause zusammen 50 Thfar., wo- 
von ein Mann 3, eine Frau 2 und ein Kind 1 Thh*. bezahlt. \i\% 
viele ¥raren ihrer von jeder Gattung? 

AmfltooBf. Es seien x Männer, y Frauen und % Kin- 
der, so hat man: 

1) ^+ y+« = 30. 

2) %x+2y + % = 50. Folghch 

3) 2x+ 9^20, also 

Setzt man y ss 2il, so ist 

X = 10 — i, mithin 
% = 20 — A. Nimmt man daher 
i « 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
so ist ff = 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 
y « 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 
% = 19, 18, 17, 16, 15, 14, 13, 12, 11. 
%. 77. %n%mtm. Wir finden hier 9 verschiedene, gleich 
mögliche Auflösungen. Es ereignet sich aber zuweilen, dass bei 
ähnlichen Aufgaben nur eine einzige Antwort zulässig ist; jedoch 
darf man sie deshalb nicht unbedingt zu den bestimmten zählen. 
So giebt z.B. die Aufgabe: 

„30 Personen, Männer, Frauen und Kinder, verzehren zusam- 
men 58 Thlr.; em Mann bezahlt 3 Thlr. 12 Ggr., eine Frau 
1 Thlr. 9 Ggr. und ein Kind 6 Ggr. Wie viele Männer etc. 
waren es? 
die Gleichungen: 84fl; +33y-h6x «> 1392 (1) 
und x+ y.+ « =5 30 (2) 
welche nach Eliminirung von % die Gleichung 

3) 26ar + 0y == 404 zuwege bringen. 
Aus dieser erhält man Qun: 

4) a? = 9Ä + 1 

5) y = 42— 26Ä und 

6) Ä = 172»— 13. 

4* 
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Aus (5) ergiebt sieb, dass B ni«ht >> 1 genommen n^^den darf 
und aus (6), dass R nicht < 1 sein kann ; daher kann das Resul- 
tat nur sein: 

10 Männer, 16 Frauen und 4 Kinder. 

S. 78. Aufgabe. Von 33 Centner (ä 100 Pfd.) Pulver 
sollen 1200 Patronen zu 12-, 8- und H-Pfdadem gefifflt werden. 
Jede 12pföndige Patrone wird mit 7 Pfd., jede 8p(lilii^e mit 5 
Pfd. und jede Spfündige mit 1| Pfd. geföUt. Man fragt, wie ml 
Patronen tou jeder Gattung gefiillt und auf wie Tielerlei Weise 
diess bewerkstelligt werden kann? 

Autiömwßg. Von den 12pfflndigen habe man a; Patronen 

- - 8 - . . y . 

. . 3 - . . Ä . 

gefüllt, so entstehen folgende Gleichungen: 

1) Jr + y + » = 1200 und 

2) 7j:+ 5y + li> » 3300 oder 
14a? + 10y+ 3» = «600. 

Man eliminire nun %, indem man (1) mit 3 mult., so erhält mau: 

3) '6x+ 3y+ 3x ==: 3600. 
Diese Gleichung von (2: abgezogen, giebt: 

4) IIa; + 7 y «= 3000. Folglich ist 

3000— 11 j: .„ ^ . 4— 4jr 

y= 7 = 428— *-h—^ — 

= 428— x— i^pi. Man setze ($. 15. Anmcrk.) 

jr — 1 S3 TA, so ist 
X ^ lA+l, folglich 
jf « 427 — lli. 

Mithin ist z = 44 + 772 (noch I). 

Wenn daher A ^ 0, 1, 2, 3 . . . . 



so ist jr ==; 1, 8, 15, 22 ... . 
y ^ 427, 416, 405, 394 ... . 

z = 772, 77«, 780, 784 

Da iy = 427 — lli^ so kann A nicht > 38 genommen werden 
woraus folgt, dass m$gesammt ihir 39 verschiedene Auflösungen 
möglich sind. 

$. 79. Werfen wir einen Blick auf die Resultate der Aufga- 
ben $. 70 — 78., so finden wir, dass dBe jr-, jf- und «-Werthe 
arithmetische Reihen bilden, welche dieäs steigend, theils Mend 
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sind und, sobald nur zwei zunächst auf einander folgende Glieder 
derselben bekannt sind, die übrigen sehr leicht beliebig weit fort- 
gesetzt werden können. Aber noeh ein Umstand verdient hervor- 
gehoben zu werden. Es bleibt nämlich die allgemeine Formel 
fibr a und y, die sich aus der Auflösung der Gleichung 

I. ax — by = c 
ergiebt i x= a -f- ftt 

(y- ß + fl^ 
sowie diejenige, welche aus der Gleichung 

n. ax + by ^ e hervorgeht, 

|jr=c u + bt 
y^ß — at 
auch fibr jede unbestimmte Aufgabe mit drei Unbekannten und zwei 
Gleichungen bestehen. 

So führte die Auflösung der beiden Gleichungen $. 67. zu 
5aj + 2y .= 90; die von J. 72. zu x~\% = 0; die von J. 74. 
auf: 2s~Sx >= 120 u. s.w., so dass daher die Autlösung zweier 
GMchuDgen mit 3 Unbekannten als zurückgeführt auf die von 
einer Gleichung mit zwei Unbikannieu vollgültig betrachtet wer^ 
den kann*). Wir wolton nun das eben behauptete näher begründen. 

$. 80. I«^n*la. Sind bei drei Unbekaimlen mit zwei 
Gleichungen von der Form: 

I. OJT 4- fty + C2 = d 

II. j:+y+2 = e 

ganzzahlige positive Werthe möglich, so liegen dieselben in arith- 
metischen Progressionen, deren Exponenten folgendermassen be- 
stimmt werden: 
Jl) Die jr- Werthe wachsen (oder nehmen ab) um die Differenz 
der Coefficienten ft— c) der übrigen Unbekannten. 

2) Die y-Werlhe nehmen ab (.oder wachsen) um die Differenz 
der Coefficienten {a — c) der übrigen beiden Unbekannten. 

3) Die Werthe von z nehmen zu um die Differenz der Coe£Bcien- 

ten der übrigen Unbekannten (a — 6). 

Beweis« Zieht maa die mit c omltiplicirte Gleichung ;II. 
von I. ab, so erhält map 



*) Mao sehe hierüber: (rlAnteriuis einer Befel für unbestimmte Aufgaben 
ia eialachea Gleichuogen , tob Dr« iitcob Stru?e. Altona 1819. 8. 
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ax+by + ex s=z i , 

ex-i- ey + e% =: ee (wofär wir f setzen) 



ffl. (a— c)jr+(6— c)y = rf— /. 
Hiernach nehmen nun die jr-Werthe um ( — c zu, während zu- 
gleich die f/-Werthe um a — c abnehmen, oder umgekehrt, jene 
nehmen ab , diese zu. Ist daher a irgend ein Werth für x und ß 
für ]/ , so sind die Reihen 

der a7-Werthe: a, a+.(6 — c), a + 2(6 — c) .... 
- y-Werthe: /S, ß+ia—e), ß+2(a—e) .... 
Zieht man femer die mit ( multiplicirte Gig. II. von I. ab, 
wobei wir be durch g bezeichnen wollen, so ist: 
aao + by + esi = d 
bx + by+h% = g. 

IV. (a — b)a + {c — b)% = d — j, oder: 
(a — b)x — (b—e)z = d—g. 
Wenn daher y irgend ein Werth von % ist, so sieht man aus die- 
ser Gleichung, dass bei dem um (6 — c) wachsenden Fortschrei- 
ten der a?-Werthe, auch die »-Werthe zugleich um a — b zuneh-* 
men. Denmach ist die Reihe der x-Werthe: 

y, V + ifl — b), y + 2(a— 6).... 
und es können daher für das System von Gleichungen 
ax + by+c% = d 
x+ y+ % SS e 
die allgemeinen Formeln aufgestellt werden: 
X = cc + {b — c)t 
y =/S + (a— c)^ 
Ä = y + (a — •b)t. 
Sind die beiden ersten Reihen (für s und y) steigend, so muss die 
dritte fallend sein; denn man kann statt HI. auch schreiben: 

(a — c)x—{c—b)y = d—f, 
wobei Alles davon abhängt, ob a — c und b — c positiv oder ne- 
gativ ist. 

$. 81. SEiiMta. So fanden wir z. B. in $. 67. 
für 14a? + lly + 9« = 360 
und x+ y -^ s = 30 . 
X = 16, 14, 12, 10, 8 . . . 
y = 5, 10, 15, 20, 25 . . . 
Ä=s 9, 6, 3, 0, — 3 . . , 
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WQ die erste nnd dritte Reihe abnehmen; allein es können auch 
diese Werthe nach der entgegengesetzten Seite auftreten, wie in 
$. 68., allemal bleiben aber die Exponenten der Grösse nach 
dieselben. 

Die vollständige Auflösung obiger Gleichungen ergiebt die all- 
gemeinen Werthe in folgenden Formeln: 
y= 5 + 5r 
% = 9— St 
X =» 16— 2r 
wo die Coeflicienten der Hölfsgrösse t mit jenen Diflerenzen zu- 
sammenfallen; aus diesen, wenn sie einmal berechnet sind, lässt 
sich dann leicht bestimmen, ob die einzelnen Reihen zu- oder ab- 
nehmen, wenn nur für t solche Werthe genommen werden, dass 
jr, y, X positive ganze Zahlen bleiben. Wir finden übrigens in 
dem vorigen Lehrsatze ein leichtes Mittel zur Controle der Auflösung 
solcher Gleichungen. 

$. 82. Bisher haben wir immer solche Gleichungen betrach- 
tet, wo die Coeflicienten der einen der Einheit gleich sind. Wir 
wollen nun einige Beispiele betrachten, wo die Coeflicienten der 
Unbekannten in beiden Gleichungen sämmtiich verschiedene Zah- 
len sind. 

Es sei gegeben: 1) 2jr + 5y + 3s = 10«. 
2) 3*— 2y + 7« = 95. 
Mult. man (1) mit 3 und (2) mit 2, so erhält man: 
6a? + 15y+ 9% = 324 

6a? — 4y+14g = 190, b eide subtrahirt, 

giebt 3) 19y— 5» = 134. 

Hieraus findet sich nun y aa 11-|- 5i (4) 

und 5) Ä = 15 + 19i. 

Um nun x zu erhalten, setze man diese Werthe von y und % in 
eine der gegebenen Gleichungen, z.B. in (2), dann erhält man 
3;F+123i = 12. * 

^ jr+ 411 = 4, oder 
6> jr= 4— 41^ 
Die Gleichungen 4, 5 und 6 geben uns somit auf einmal die Wer- 
the der Unbekannten, durch die Hülfsgrösse A ausgedrückt, wel- 
cher successiv die Werthe 0, 1, 2, 3 ... . beigelegt werden 
können. 

Es ist sehr oft der Fäll, dass Gleichungen dieser Art keine 
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leiteten Gleicbimgen zsmciim 2 4er Unbel^aimtßn >(Ngt^ HPMd Jim 
CpeCßclenten eineo gemewachaftlidien Factor baben. 

Es ist willkührlich , welche von den 3 Unbekannten jmm 9m 
deo d^ichungen eliminirt, indem siob »tet9 jdieselbep »Ugweinen 
Werthe ergeben. 

$. 83. AnfgAlbe« Man soll dre^i Zablen bestimmen , deren 
Eigenschaften durch die Gleichungen angegeben werden: 

1) 6jr + 5y+4« = 363 

2) lOiP + iy+iff = 231. 
Apfl&pvBg, Man elinünire s. Dmm i^hSÜ, JX^m: 

3) 6a? + &|/+4j5 = 38? 

4) 80a? + 6y + 4« ^ 462 , fplgS^ 

5) i4a?+ y=99. E^ wt Älßo 

y =;: 99 — 14^ wid 
X = 16jr— 33. 
Elünuurt mao y, so bekommt in9B 

6) 324?— 2>J « 66, oder Ißjr— « = 31, 
daher af€=J6jr— 33 wd 

y^99— ;i44r, wie vorhin. 
Eliminirt man x aus den gegebenen Gleichungen, so resulUrt: 

7) 8y + 7 |K = 561 , wpj^aus sich «rgi^bt: 

»== 1—B 
f^Uß + l 
X =f: 79— 16A 
Dasß 4i«^e {etztei^ ajl^amdpep Wertbe mi( den vorigen conform 
sind,, ergiebt sich sogleich, wenn mm für B ^ 1 — s setzt. 
Nimmt man nun 

Ä = 0, 1, 2, 3, 4 . . ., so ist 
jr = 7, e, 5, 4, 3 . . . 
y = 1, la, 29^43, 57 . . . 
• « = 79, 63, 47, 31, 15 . . . 
$.84. Anmerkung. Der vorige Lehrsatz ($.80) ist noch 
einer Erweiterung fähig, indem er sich auph ai)f zwei solche Glei- 
chungen erstrecken lässt, in denen die Qoeffioienten s^ff^tji^ \^ 
Uebige Zahlen sind, wenn sie nur in jeder GleicbUPg relativ priin 
erscheinen, sei es auch, dass je zwei von ihnen ein geineinscbaft- 
liches Mass haben. Man kann nämlich, ohne die Gleichungen erst 
aufzulösen, im Vorans die £xpppenteQ b^i^iminen, n^cb welchen 
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^ W^itbA derUabekaiurten fortschreiten, wie dieses im lolfenden 
S^^ 4siil«i«gt wird. 

|. 85. l^shTMi«. fiabea die Go<Acieateii der beiden 
fihicbimgai: as + by + §9^4 

«» + /'»+/*=' f 
PMunwiee kein gemmittdiaftliches Mass, so scknitet 
die fteibe der jr-Werthe mti dem EspooMteo kf-^^ß 

»» »» J» Jf •• M MM 11 Wf^"^ SSf 

M M <lf «"^ «« MM M 4«-^^ fCMft. 

■eweto. Mmi elimiiHne aus den beiden Gleiehnngen die 

CMsse s, se erbUt »an 

(<»y— ««)jp + (*y— ej8)f « ity_«dj 

Am dieser Gleichung folgt, dass die jr*Werlbe um den 
Coeffieienten {Jky — fj9) wachsen oder abnehmen, während ziij^ei(A 
die f ^Wertiie mn 117^ — eerab- oder zunehmen. 

Eliminirt man femer die Grösse jr, so wird: 
(6a — a/9)y + (cof — ay^z = da — da, woraus folgt, dass 
die s-Werthe den Exponenten 5a — a/f haben. Es rersteht sich 
Ton seftst, dass die Torzeichen der CoefBcienten dabei nicht ausser 
Adit gelassen werden dOrfen. 

%. 86. Hetnpielc« Aus den Gleichungeo des j. 82. findet mau 
den Exponenten der j:-Werthe = 5.7 — ( — 2.6) = 41. 
M y- M « 2.7—3.3 « 5. 
M *- M = 5.3--(— 2.2) = 19, 
Au9 d^n Gleichupgen 44^4-3^+2 2; = 100 

8jp + 5y— 2«=. 80 folgt 
der Exponent der j:-Wertbe ?= 16 
« M w Jf- M = 14 und 

M M »> ^" 11 S= II. 

Haben 2 Coefficienten denselben gemeinschaftlichen Factor 
in jeder der bfid«^^ Gleicb^inti^l)» so bat man die erhaltenen Dif- 
ferenzen piit diesem Factor zu diTidiren. 

s. a aus 6^ + 5y 4- 4« = 363 und 
10;r + 3y + 2s » %^\ folgt 
der Exponent für die Reihe der a?-Werthe = 2 : 2 a=s 1 
M M MM»» M y"* M 3= 28 : 2 1« 14 

M M »> M M M *" M = 9» * 2 aSS 15. 

(vergl. 5. 83.). 
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$. 87. Von der Beifala Coeei. Unter diesem Namen 
ist uns ein sinnreiches Rechnungsverfahren bekannt, welches schon 
in den ältesten Rechenbüchern enthalten imd eine Kategorie von 
Aufgaben umfasst, welche eigenthch der unbestimmten Analytik 
angehören. Diese Regel ist mit der regula aUigationis verwandt, 
sobald nämlich drei und mehrere Ingredienzen yermischt werden 
sollen von einem gegebenen Mittelwertbe. Den Namen „Coeci"' hat 
sie von der grösseren, oft unbeschränkten Anzahl von verschie- 
denen Auflösungen erhalten, wobei man gleichsam . blind wählen, 
od!er «erlegen muss. Wenn aber Busse*) sagt: „Diese Reckiungs- 
regel führt den Namen mit der That, weil ihre Vorschriften ziem- 
lich undeutlich und etwas schwer zu ergründen sind^^ ; so ist diess 
zu viel behauptet; denn es hat bereits Euler**) die wissepchaft- 
liehe Begründung dieser Regel gegeben und durch genügende Bei- 
spiele erläutert. Die Regula coed erstreckt sich auf alle diejenigen 
Aufgaben, welche in zwei Gleichungen 3 und mehr Unbduumte 
enthalten. 

Da Manchem diese Regel Interesse gewährt, $o wollen wir 
dieselbe hier mit einigen Beispielen darstellen und überlassen es 
dem jungen Rechner, dieselben algebraisch zu begleiten. Die Er- 
fahrung hat gelehrt, dass Aufgaben dieser Art mit einer gewissen 
Liebhaberei von Nichtalgebraisten aufgegeben werden; um den 
Scharfsinn des Rechners zu prüfen. 

$. 88. Wie bei allen übrigen Regeln der praktischen Arith- 
metik eine bestimmte Form des Ansatzes die Rechnung erleichtert 
und das ganze Verfahren dem Gedächtnisse einprägt, so hat man 
auch die Regel Coeci in ein bestimmtes Schema gebracht, welches 
nicht unzweckmässig ist. 

Wir gehen nun über zu der vollständigen Vorschrift dieser 
Regel, wie sie in den älteren ausführlichen Rechenbüchern vor- 
kommt. 

Allgemeines Schema zum Ansätze. 

I. n. ffl. 

/ Personeo Was jede e Person giebt Wie viel t Personen Terzchren 
"'^ ; Masse „ jedes {Mass gilt iosgesammt / Masse kosten 

^'^ ( Geschlechter ( Geschlecht giebt die (Geschl. gegeben. 

*) Erster Unterricht in der Algebraischen Auflösung arithmelischer und 
geometrischer Aofgaben ¥on F. G. Bosse, Prof. d. Mathem. 2r Theil, Dessau 1782. 

**) L. Eulers ?oIlstftnd. Anleit. zur niedern und höheren Algebra, 2r Theil 
U. Gap. Berlin, 1797. 
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Man kann hierbei S verschiedene Data untersebeiden, wie 
unter den römischen Zahlen I, II, ID an^geben. Hat man nun 
die Data aus der Aufgabe nach diesem Schema angesetzt, so be- 
obachte man folgende 

Begel« 

1) Man subtrahire das kleinste Datum (in II.) von jedem grtese* 
ren und schreibe die Reste den Minuenden gegenüber. 

2) Nun multiplicire man das Datum in I. mit dem kleinsten Datum 
in n, und setze es unter I. 

3) Darauf subtrahire man das Product von dem Datum III. 

4) Man dividire, wenn nur ein Rest in II. erscheint, mit dem- 
selben den in DI. gebliebenen Rest,, so erhält man das ge- 
suchte Resultat — und nur in diesem Falle ist die Aufgabe 
bestimmt. 

5) Sind aber 2 Reste in II. vorhanden, so theile man die in HI. 
gebliebene Zahl in zwei solche Theile, dass der erste durch 
den grössten in II. gebliebenen Rest aufgehe und der zweite 
durch den kleinsten Rest. Dann hat man eine Auflösung 
für die Aufgabe gefunden. 

So oft aber diese Zerlegung in 2 andere Theile angeht, 
ohne gegen die Redingungen zu Verstössen, ebenso oft erhält 
man eine neue Aullösung. 

6) Sind 3 Reste in II. vorhanden, so zerlege man den Rest in 
in. in 3 solche Theile, dass der erste durch den grössten, 
der zweite durch den mittleren und der dritte durch den klein- 
sten der Reste in II. aufgehe. Dabei muss aber die Summe 
dieser Theile kleiner sein, als die Anzahl der Dinge in I, wo 
dann der Rest die Anzahl der Dinge vom niedrigsten Werthe 
bestimmt. 

7) Mit derselben Zahl, womit man die Data in II. multiplicirt 
oder dividirC, muss man auch das Datum in III. multipltciren 
oder dividiren. 

$. 89. Die Regel Coeci gestattet zunächst Anwendung auf 
bestinunte Aufgaben einer gewissen Classe, wie folgende Reispiele 
zeigen. 

1)'23 Personen, Männer und Frauen, verzehren zusammen 
70 Gr. Ein Mann bezahlt 5 Gr. und eine Frau 2 Gr. Wie viele 
Männer imd Frauen waren darunter? 



3$ Vm. 



l Ibno 5 I 9 
1 Fran i\ 



70 Or. 
— 46 



46 



S) 



24 



Fac. 8 Männer. 

2) Die Zahl 30 »oll in 2 Terschiedeoe Theile getbeilt werdem 
80 dass, wenn der eine mit 10, der andere mit 15 multipltdrt 
wird mi ma b^id« Product« addirt., die Summe = 390 sei 

30 Factor 390 

XlO 15 1 5 —300 

300. ^''1 g^ 90 

Fa& 18. 

3) fiin fioUwbeitAF h«t twoeriei Gvid: 23- iib4 ISkwritiges 
und braucht 20karitige8; wie viel wird er iron jed«r Sorte ndi- 
men mOsgen? 

l MjTk 23 I 5 20 

X 18 18 ^18 



18 



6), 



Fac. |. 
Er nimmt also | Mark 23karitiges 

und I Hark ISkarätiges Gold. 

S. 90. Autgmhe 1. Zwanzig Personell, M&oner, Framn 
und Jungfrauen, verzehren zusammen 3 ««J^. Dazu hat jeder Mann 
8 Gr., jede Frau 4 Gr. mi jede Jungfrau 2 Gr. g^eheii. W» 
viele Männer, Frauen und Jungfrauen sind darunter? 



29 Pers. 
2 



40 



1 M«nn 
J Frau 
1 Jungfr. 



72 
-40 
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i^ +1 w 5+ 1 5? 



^ + i d.i. 



Oder 

In 



5 Männer 
1 Frmi 
14 Jwigfir. 



Fraueii 
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Amfgmhe 2. Jemand wit Iflr 50 fl. SO Etten von dreierlei 
Waaren haben, nftmlich schwarzes TuKsb, die Elle zu 2 fl., blaues 
ä 1| fl. und grftnes ä | fl. Wie Tiei Elfen muss er von jeder 
Sorte nehmen? 

2 



1 sdiwarzes 2 
50 EUen ( blaues 1^ 
I grünes 4 



50 EUen 

— 50 



5». 



Diesen Rest 50 theile man nun in zwei Theile, davon der erste 
durch 3 , und der zweite durch 2 aufgeht. 

z. B. M ^ 4^, oder 1^ H^ i^^ oder Y + I- ^^ 
8 und IS 10 und 10 16 und 1 etc. 

Also kann er nehmea^S EIL schwarz, k 2 fl. ss 16 fl. 
13 „ Mau i U „ = 194 „ 
2§ „ grto ä i „ =J14£^ 
5a EH. 50 fl. U.S.W. 

AnfffAlto 3. Eia Kaufmann hat d Sorten Taback, zusam- 
men 180 Pfd. Das ?fd. der besten Sorte wiU er zu 6 ««J^, der 
mittleren zu 4 «f und der schlechtesten zu 4 ^ verkaufen. Wie 
viel Pfd. muss er von jeder Sorte verkaufen, um daraus 180 «f 
zu U^sen? 

2 



180 Pfd. « 


la 


11 


180 


1 4 


8 

1 


7 


2 


180 * 


360 


«*« 


180 


.^ 


' + — 


11 


l 7 


Da lU + 7<^ e 180, 80 «hält «an 




10 Pfd. i 6 «^t = 60 <4t 




10 „ i 4 „ = 40 „ 




180 „ M 


9* 


= 80 „ 





180 ^ 

Aufgabe 4. Jemand will eine Sunune von 40 *^ mit 
Thalerstücken, Acht*, Vier- und Zweigroschenstücken bezahlen 
und zwar mit 119 Geldstflckea Ih welcher Weise wird er die Be- 
zahlung ausl&hren können f 
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2 



119 Stack 



24 


22 


8 


6 


4 


2 


2 





11 

3 
1 



49 *l^ 
24 



960 Gr. 



2) 

480 

—119 



361. 
Die Zerlegung von 361 kam auf folgende Arten gesdiehen: 
JJUI + ^ + i- oder 30, 10, 1 

i^ + I + 1 oder 32, 2, 3 
vobei alsdann für die Zweigroschenstflcke erhalten werden: 
119— (30 + 10 + 1) = 78 
HO— (32+ 2 + 3) = 82. 

Probe. 
30 Thaler s= 80 «^i 



10 Achtgr. 

1 Viergr. 

78 Zweigr. 


= 3 „ 8 Gr. 
= — » 4 „ 
= « „ 12 „ 


119 Stflck 


= 40 ^1. 



Anfgftbe 6. Eine Köchin hat 76 Stück Geflügel fOr 23 i^ 
17 ^fH gekauft und zwar Gänse, Hühner, Enten und Tauben; 
Bie hat für die Gans 20, für das Huhn 10|, für die Ente 7 und 
für die Taube 4 ^f^ gegeben. Wie yiel Stück kann sie Ton jeder 
Gattung gekauft haben? 

2 



76 

8 

los" 



Gans 
Huhn 
Ente 
Taube 



20 


40 


104 


21 


7 


14 


4 


8 



82 

13 

6 




Nhnmt man 

806 = 480 + 260 + 66 , so erhilt man : 

±lo + «.«o . ü = 15 + 20+11 ■= 4«. 
mithin bleibt für die Tauben 76—46 d. l 30 übrig. 
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Man bat nun 15 Gänse ä 20 ^/f = 300 
20 Hühner ä 10^ „ = 210 
11 Enten ä 7 „ = 77 
30 Tauben k 4 „ = 120 



76. 707. 

Nimmt man 

806 := 640 + 130 + 36, also 

m+JL^+U = 20 + 10 + 6 = 36, 
daher ffir die Tauben 76—36 = 40. u.8.w. 

$. 91. Die Regel Coeci kann auch vortheilhafl auf die Ver- 
mischungsrechnung angewandt werden, besonders wenn es sich 
um mehrere verschiedene Auflösungen handelt. 

Anigmbe 6. Es soUen dreierlei Arten Gewürz so mit ein- 
ander gemischt werden, dass das Pfund 12 Gr. koste. Es kostet 
aber das Pfund von der ersten Art 18 Gr. , yon der zweiten 16 Gr. 
und Yon der dritten 6 Gr. Wie viel hat man von jeder Art zu 
Jiehmen? 

Man nehme an, es sollten 100 Pfd. k 12 Gr. hergestellt 
werden, dann hat man folgenden Ansatz: 



100 Pfd. 18 

6 16 

lÖO ® 



12 1200 

10 —600 



Man findet nun HTT^o 



d.h. 40 und 12, sowie 100 — (40 + 12) =: 43 
Daher mmmt man 

40 Pfd. ä 18 Ggf. » 30 TUr. 
12 - ä 16 - = 8 ' 
48 - ä 6 - =3 12 ' 



600 

12 "T 1 Ö" 



100 Pfd. 50 Thh«. oder 1200 Ggr. 

Oder man zerlegt 600 in Ll^ + %±o_ ^ i 30, 24 und für die 3te 
Sorte 100 — 54 = 46 u. s.w. 

Antgmhe 7. Jemand hat dreierlei Silber, 7^-, 11- und 
ISlöthiges und will ein Werk von 60 Mark ISlöthig machen, jedoch 
von jeder Art Silber lauter ganze Mark dazu nehmen. Wie viel ist 
dazu von jeder Art zu nehmen? 
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3i5 



15 
11 

7i 



ao 

22 
15 



15 

7 



S O BaA k ISLoth . 
650 toth 
-(2 



1300 
-750 

550 



USi 4. JJ. 



Zerlegt man 550 in 480 und 70, 
so erhall man 
= 32 + 10, folglich 
50—032 + 10) -= 8. 

Man nimmt also 321fark 7|15tbigeslSilber 
10 n 11 „ 

und 8 „ 15 „ „ 
Eine andere Zerlegung ist hier unstatthaft. 

, Es bleibt bd dieser Regel noch manche Schwierigkeit in B^ 
ttett der Zerlegung des Restes (in Itl.), welche meistens auf eine 
unbestimmte Gleichung von der Form ax t^ibg-^e hinausläuft, 
wofür einige Autoren älterer Rechenbücher die Methode dh^ Rächet 
de Meziriak anfikhren^ welche der Auflörang vermittelst der Ketten- 
brüche ähnlich und welche auch, von Euler m dessen Algebta er- 
klärt worden ist. 

S. 92. Sehr richtig bemerkt schon Vega*): „Ei giebt Auf- 
gaben, welche bestimmt zu sein scheinen, und doch wirklich 
unbestimmt sind; z.B. drei Zahlen zu finden, wo die Summe der 
ersten und zweiten == 40, cfie Summe der zweiten und dritten 
s= 100 , und die l^ifiBsrenz der dritten and ersten ^ 60 sei. Rls- 
nennt man die drei Zahled mit o?, y, ;k, so ist laut Bedk^;. 

fl^ +y xm 40 

, +Ä = 100 

»— Ä= 6», 
wo es scheint^ dass die Aufgabe bestimmt sei, weil ebenso viele 
Gleichungen als unbekannte Grössen vorhanden sind. Allein die 
letzte Bedingung zeigt keine neue Eigenschaft der unbekannten 
Grossen an, sondern wiederholt nur dasjenige, was die zwei ersten 
Bedingungen auf»geAr6ckt haben; demti man darf nur die erste 
GleiehiiBg von dar zweitiett absdebes, sa hat man die ibitle; fbig- 



*) Vorlesaogeo aber die Blathemalik« If BMid. 3t« Aaük Wiee^ IMi. 
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lieh ist diese Aufgabe unbestimmt und man findet die Wertbe der 
unbekannten Grössen 

X =: 1, 2, 3, 4, 5 .... 89 
y = 39, 38, 37, 36, 35 ... . 1 
« = 61, 62, 63, 64, 65 ... . 99." 
Wir fügen diesem Bmspiele, weil es für den Anfänger nützlich ist, 
an die Unabhängigkeit der Gleichungen zu erinnern, noch fol- 
gende hinzu. 

S. 93. Aufgmhe. Die Summe dreier Zahlen ist = 50; 
subtrahirt man Yon dem Dreifachen der ersten Zahl das Doppelte 
der zweiten, so bleibt 28- übrig; addirt man zum 22fachen der 
ersten Zahl das Tfache der dritten, so übertrifft diese Summe das 
Dreifache der zweiten Zahl um 490. Wie beissen die drei Zahlen? 
AuMiSmungm Sind die gesuchten Zahlen fl?, y, f, so er- 
hält man folgende Gleichungen: 

1) a? + y + « = 50 

2) 8jp— 2y = 28 

3) 22a? + 7f =s8y + 490, geordnet: 
I. a? + sr + * = 50 

IL 3«— 2y = 28 
ffl. 22x— 3y + 7«=490. 
Mutt. man nun I. mit 7, sa wird 

IV. 7J7 + 7y + 7«=350. 
Zieht man die Gl. IV. von m. a^, so bleibt 

V. 15rD->10y =140 upd, mit 5 dividirt: 

VI. 3flp— 29 « 28, 

womit man wieder auf die Gleich. II. zurückgekommen ist. 

Die dritte Beding, kann also füglich wegfallen und dann folgt 
aus den briden ersten unabhängigen Gleichungen, wenn die erste 
mit 2 mult und zu der zweiten addirt wird: 

is + 2z^ 128. 
Ebenso gut kann aber auch die zweite Gleichung wegfallen, wo 
dann (I) mit 3 mult. und zu ID. addirt, wiederum dieselbe Glei- 
chung 5 JT + 2x =: 128 entsteht. 

S. 04« Von gleicher Beschitfenheit ist die Aufgabe Nr. 33. in 
Meier Hirsiii*B Benspielsammlung S. 134, wo folgende drei Gleichun- 
gen gegeben sind: 

B$rkktm. 5 



^ 6» - 

^^ 5(x— *) * 

^^ 4aT— 2f ri- 

Hier reducirt sich die erste Gleidmng auf 

(i) 4 j = x; die zweite auf 

(B) 4tM ^ Jp uad die dritte auf 

(C) 4 ji = 0?. Es ist also y » s uiid 
für y ^ 2, 4 . . . . 

ist s » 2i 4 • • . . 
X « S, 16 . , . . 
Ell sind alsof nor zwei unabhängige Gleichungen ffir die Beatimiwig 
der 3 Unbekaimtea gegeben. 

Unger*) behandelt in seiner Algebra S. 318 ein» Aufgabe 
mit drei Unbekannten , zu deren Auflösung folgende drei Gkichmi- 
gen gegeben sind: 

1) 3jr— ay+ 5* = 55 (i) 

2) aajF— 4«» + 2if =2 3 (B) 

3) 9y— 2*+ Ä = 68 (O. 

In der Leipziger Lit.-Zeit. Mr. 233. 1831. bemerkt der Rec» hier- 
bei Folgendes : 

„Da man hier, nachdem zwei dw^Unbekiaaten eünunirt Uror- 
den, eine identische Gleichung erfaäU, so acbliesst Unger mit 
Recht, dass eine dieser 3 Gleichungen von den beiden übiigfin 
. abhangen In^sse, Der Verf. will indessen b« genauerer Unter- 
suchung gefunden haben, das» die von deQ beiden andern ab- 
hangige Giekbung gerade die zweite sei.» da man docheiSni- 
bar dieses uüt gleichem Rechte toa der erslen und ton der 
dritten behaupten kaim. Freihch enisleht die zweite Gteiobusg, 
wenn man von dem dfach^ Prodw^e der ersUm dun A£ute 
der dritten abzieht Aber wenn 

54— -4 C = B^ so ist auch 
li^ + iC=4, und 
iA--\B =3 C.*' 
.^ir sehen hieraus, wie vor$id»tig man m Werke gehen muss, 
wenn wmi die Unabhängigkeit vpi^elegtear Gleichukigen prüfen wüL 

*) Die Algebra für Qesch&fulente', oder Anleit z. AltKbra ü. zu ihrer Atf* 
wend. auf d. wichtigsleD Gegenat.. des pta4it. Leben» tob Dr. £. S. Uoger. 
Leipzig 1828. 
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S. 95. Es ist nicht leicht, ohne die gegebenen Gleichungen 
erst aufzulösen, schon im Voraus zu beurtheilen, ob man positive 
ganze Zahlen für die Unbekannten erhalten werde, oder mit ande- 
ren Worten, ob die Auflösung möglich oder unmö^ch sei? Fte 
den Fall , wo die beiden Gleichungen von der Form sind : 
JP+ 3f+ * = m 
«w+6y + e« ■■ «, ist dies» nicht schwer und 
da '^die Aufgaben der Regel Coeci meistens auf diese Gleichungen 
fuhreü^ so kann man bald beurtheilen, ob eine derartige Aufgabe 
möi^h sei, oder nicht. 

Es sei a > ( und a^c^ so ist auch 
B^ + ay + ax ^ n. Da nun 
as + ay + ax = am^ so muss 
äm^n sein. 
Es sei femer e^b und cK^a^ so ist 
MP + cy + « < n, und da 
ex + ey + es = cm, so muss auch 
cm^n sein. 
Wenn demnach n nicht >> me und <* ma, d. h. wenn fi nicht 
innerhalb der Grenzen mc and ma hegt, so ist die Auflösung un- 
mögUch. Man würde sich aber oft irren, wenn man umgekehrt 
iddiBMen woHte : n liegt zwischen den Grauen me und m«, also 
ist die Auflösung nöglieh; dena liegt z. B. n einer dieseor Grenze« 
sehr nahe, so kann ^e Auflösung d^mocb unmöglich sein. Diess 
erinnsri ubb an diie bdianllte Prüfung in der Feldmesskunst , wo 
z.B. die 4 gemessenen Eckwinkel eines Vierecks nothweiidig 4jR 
betragen müssen. Findet dieses nicht statt, so ist ein Messungs- 
fehler gewiss ; doch kann hier nicht umgekehrt geschlossen werden. 
Wären z.B. die Glaichungen gegeben: 
JP+ y+ ii ^ 100 
2lx+Sy+^s =s S60, 
so würde man, obgleich n, d. L 360, zwischen den Grenzen 2100 
und 300 liegt, dennoek inden, dass ihre Auflösung unmöglich sei. 
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m. CapiteL 

Von der ÄnflSsnog solcher Aufgaben, weldie Tier 

Unbekannte en^alten, wozu drei nnabUngige 

Gleichungen gegeben sind. 

$. 96. Aus drei verschiedenen Gleichungen mit vier Unbe- 
kannten lassen sich jedesmal zwei von ihnen eliminiren, wodurch 
dieses System von Gleichungen sich auf eine Gleichung mit 2 
Unbekannten zurückführen lässt. Es können dabei besondere Fälle 
eintreten, wo die einzelnen Gleichungen nicht alle 4 Unbekannten 
enthalten, sondern nur deren zwei oder drei in allen möghchen 
Combinationen. Wir wollen zu diesem Ende, wie früher, einige 
Aufgaben als Beispiele vornehmen. 

$. 97. Anfgftbe* Vier Zahlen zu bestimmen, deren Eigen- 
schaften durch folgende Gleichungen angegeben werden: 

(1) 2M + 4jr + 3y = 40 

(2) 6tt + 2jr— 5* = 16 

(3) 5tt — 3y + 2jr = 15. 

Aafltoung. Man ziehe die Gleichung (2) von (1) ab, m 
erhält man (4) ~4ii + 2a; + äy + 5 1 == 24. 
Ferner (3) von (2) subtrabkrt, giebt 

(5) w+ 2a;+3y— 7«« 1. Diese wn (4) 

ab , giebt (6) — 5 u + 12 c 3= 23. Folglich ist 

/FTx O A * 2«— S 

(7) 11= 2*— 4 + — j— . 
Man setze 2x — S^Si, so ist 

Ferner sei A+ l«s2B, so ist 

(9) i4= 2B— I. Dater 

(10) *= 5B — 1 (nach 8 u. 9). 
Es ist also (11) t» = 12B— 7 (nach 7 u. 10). 

Hieraus folgt (12) y = Zi^Z^ (nach (3), 10 u. 11) 

A /ION 53— 47B 
und (13) «« — g . 
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Kemadi kann B mdA a und nicht > 1 sein. Nimmt man 
4hdMr f SS 1 , 80 findet sich 

jr » S nach (13) 
»=^8 - (12) 
« = 5 - (11) 
s s 4 - (10) 
und sind anders Resultate ffir die Uubdiannten unmöglich. 

S. 98. AttfiiAte* Weiche Zahlen lassen durch 5, 6, 7, 8 
diyidirt, nach der Reihe die Reste 3, 1, 0, 5? 

AvCH^nmat» Man erbUt offenbar folgende Gleichungen: 
5a?+3 == 6y + l =« 7ä = 8r+5. 
Aus den beiden ersten folgt: 

Sei y— 2 »51« so ist 
y = 5i+2, folglich 
6jr*|-l = 30il*Hl3 s 7s. Daraus folgt: 

* = 4i+ 1 + iy . 

Sei 2i + 6 = 7B, so ist 

Ferner sei B »i 2(7, so ist 

A*alC—3, daiier 

s=28C-12 + l + li^=±!:-« 

oder sss 30C— 11. Es ist also 

7i o 210 C— 77 =3 8 ^ + &. Daraus findet sich 

Seist man C-^1^*D, so ist 

C = 4D + l,folgüch 
t SS 105/)+ 16, mitbin ist die gesuchte Zahl 
i»r«8r + 5 = 840P + 133. 
Nimmt man daher 

Z> :*= , 1 , 2 • • . . so ist 
N^ 133, 973, 1813 .... 
$. 99. Attlli^be* Zwei Fabrikanten Ä und B haben Ter* 
ackiedene Sorten IQu^n« 1 hat m Ton einer Sorte^ x von der 
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dodeita^ s Toa der dritten« Int y Ton ^mm Sovto^ dk «r 4is 
Stuck zu 7 Thlr. verkauft. Verkauft Ä dm Vorrath der mäm, 
Sorte zu 3 Thlr., und die der ziifeiteii zu S Tklr., so löst er aus 
seinem Yorratbe dieser beiden Sorten 165 Thlr. Setzt er den 
Preis der ersten Sorte auf 5 Thk. , so uhiss ihm B auf den Vor- 
rath seiner Sorte 179 Thlr. zuffbea. Verkauft aberi seine erstere 
Sorte zu 4 TUr., vnd 4ie dnite Sorte n 7 Ttihr., 8» bekommt 
er tat bmde 174 Thh*. Wie gross war die kmaiki aller vier Sorten 
Uhren? 

AHfiteMiy. Dei Bedingvngen dieser Äirfgnhe femiss, er- 
halt man folgende drei Gleidmngen : 

(1) 3u + Sjr = 158 

(2) 5u — 7y = 179 

(3) 4tt + 7* = 174. 

Da nun jede Gleichung nur 2 Unbekaimte eadiält, so wurde eine 

Eliminirung überflüssig seiH, . 

A /l^ n«* ISS— 5jp ., ai?— 2 
Aus (1) folgt tt = 5 = 51 — JT 5 — . 

Es sei 2x^-^2 = 8 i, so ist 

jrsJ+l + Y- 

Sei ferner Ä=^2B, so folgt 
JT =3 3J) -1-1 und 
fi = 50-^51. 
Substituirt man dto Weith von u in (2) und (3), so ergiebt sich 

71—25» . 

y = ^ — und 

20»— 26 

Ohne die Bruchwerthe von y und t weiter zu entwickeln, ist 
klar, dass in der letzten Ferm B^l 9em tou^ Itfcümt man 
also B SS 2, so wird Mmm2^y^%jU = M und x = 1. 

Es fcatm Aer «udi im Ausdrucke flta- y das A nicht > 2 
genommen werden; daraus folgt, dass ^ese Aufgabe nur eine Auf- 
lösung zulässt. 

S. lOO. Aufgmh^. \i6T Knaben i, A, C, D suchen Ha- 

sebiüsse und finden, dass der eine m^hr gepflückt hat, als der 

videre. Sie entschlieason iäch daher zur HMlMlung, dt>ch so, 

vAusa 4er^ w«kfafer>die meisteH hat, jedem ftlr fixrigeii ^ah «irie 
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0l, ab er dite hat Naahteii dieaB jeder geUiin, 
sich die Nässe gleich getheilt. Wie viele batta jeihi 
gdiabt? 

AnflAmac. A babe «, B x, C g imd D s Nfisse ge- 
pflückt; femer babe A die meiateii and theiHe daber zuerst mit, 
dann B, C und By so dass nach Hittheiliuig des jt> aBe gleich 
lud beaiUto. 

Um nun leicht mdgUch^ Irrthimem Toruibeugen, ordne man 
die ganze Rechnung in tabeUariscber Form folgendermaaaen: 



T 






Zm^wi nach 

MiUheihiac 

des i 



2V 



ZiMtaml Dtch 

Miubeilwif 

dei B. 



Zustand oaeh 

Mittheitoiil 

des C. 



4i 



|ii_4x«.4y— 4i 

Ä*— 2tt— 2y— 23 

6s 



Zwtaiid »ach 

MiUbeiloMg 

des D. 



12«— du— 4y— 4s 

«4f— 2»*— ««— 2i 

I6s— « — «-^f 



Man erhält demnach folgende 3 Gleichungen : 



(1) 
(2) 
<8) 

(4) 
(5) 
(6) 



CT) 



I2jr— 4tt— 4y— 4« 
14y— 2tt— 2aj— 2z 



Aus (2) folgl: 
Aas (3) entsteht: 



8i4— 8a?— 8y— Sz 
Su—Ss—Ss— 8z = 
8n_&r~e|»— 8z 

Aus (1) folgt: 
SU — is— y — z=3= 0. 
8ti— 3jp— lly— 3z »s 0. 
9u— 7jp— 7f — 23z a 0. 

Ehminirt man aus diesen 3 letzten Gleichungen x pnd «, 
so erhält man: 
Sy SS 9jk, folglich y s=s 9i 
und z = 5il; 
akw « =s S3i und jr = 17i. 
Wenn daber Jis 1, 2, 3 
z = 5, 10, 15 
= 9, 



B 
ir=17, 

u ^ 33, 



18, 
34. 
66, 



27 
51 
99 



so ist 



S. 101. Wären 4 Gleichungen mit 5 Unbekannten gegeben, 
80 würde man diesen Fall leicht auf den verigen {3 €^l«iehiUlg0A 
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mit 4 Unbekannten) zorfickffitfaren können durch iÜB EfinuiunDig 
einer Unbekannten. 

Es seien z. B. gegeben: 

1) a,T +b,y +c,s +i,m +e,v = f, 

2) a,,s + b„y + e„% + d,,u + e„v =: ^ 

3) a,,^ + 6,,^ + e,„z + d,„u + e,„v = /„, 

4) ö/j^ + bjyy + ciys + iiyu + ejyv == fiY , dann wird 
man ans diesem Systeme von Gleichungen eine Unbekannte, z. B. s, 
auf folgende Art eliminiren. 

Man multiplicirt (1) mit a,, und \2) mit ä^ dadurch erfaäk 
man zwei neue Gleichungen (d) und (6). Diese geben von einan- 
der subtrahirt eine neue Gleichung (7), welche nun kein jc mehr 
enthält. Ebenso eliminire man s aus (1) und (3); dadurch ent- 
stehen die neuen Gleichungen (8) und (9) , und durch deren Sub- 
tracüon wieder eine (10) ohne jr. Eliminirt man endlich aus (I) 
und (4) die Grösse o?, so entstehen die Gleichungen (11) und 
(12), welche subtrahirt eine Gleichung (lä) geben, in der kein x 
enthalten ist. Hierdurch hat man nun die drei Gleichungen (7), 
(10) und (13) erhalten mit 4 Unbekannten, und somit dieses Sy- 
stem auf das vorige einfachere zurückgeführt. 

Sind nun allgemein n — 1 Gleichungen mit n Unbekannten 
gegeben, um daraus ganze positive Zahlen für die gesuchten Grössen 
zu finden, so beobachte man das eben angedeutete VerfUu'en der 
Elunmation so vieler Unbekannter, dass zuletzt nur noch eine 
Gleichung mit zwei Unbekannten übrig bleibt. 

Es treten dabei manche Abkürzungen ein, je nachdem die 
einzelnen Gleichungen sämmtliche , oder nur einige der unbekannten 
Grössen enthalten. 

Eine der einfachsten hierher gehörigen Aufgaben ist z* B. fol- 
gende: Man sucht dne Zahl N von der Bescha£tenfaeit; dass sie 
durch 5 getheilt zum Reste 2 bleiben 
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■ yj 


»» 


»> ' 


3 


7 


• >» • 


»» 


>i 


4 


8 


^» 


»» 


»1 


6 



o 

1» «^ 1» ♦» 

yfom die Gleichungen entstehen: 
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y' = » + 1 oder i\r ■* 5a> + 2 



!=»+» 


J^r = 6f + 3 


■T = . + » 


iV - 7«+4 


T = " + * 


N SS 8n + i 


^ = ' 


N =i9t 



Die Auflösung geschiekt nun d)en80, wie bei den obigen ähn- 
Ikben Aufgaben. 

$. 102. Wir sehen also wiederum, dass bei der Auflösung 
«iner Aufgabe mit n Unbekannten und n — 1 Gleichungen zuletzt 
Alles auf ehie Gleichung mit zwei Unbekannten binausUuft. Man 
kann daher gewissermassen die Regel für die Aullösung der Glmchung 

as + bg == e 
ak das Factotum der Diophantischen Aufgaben des ersten Grades 
betrachten. 

Schon im 1. Cap. $. 10 und 11. ward darauf hingewiesen, 

dass die Grösse — ^^ und x jedesmal zu einer ganzen Zahl ge- 
macht werden könne, sobald a und 6 relative Primzahlen sind. 
Da es nun überhaupt noch problematisch bleibt, ob diess ohne 
weitere Bedingungen immer möglich ist und zugldch davon die 
MögUchkeit der Auflösung ax'+by ^=^ c abhängt; so möge hier am 
Schlüsse diesem Capltels ein strenger Beweis jenes Satzes folgen. 
Aus der Lehre vom Masse der Zahlen müssen wir aber folgende 
ISätze als PrSmissen voraussetzen (deren Beweise man in jedem 
vollständigen Lehrbuche der Arithmetik nachlesen kann). 

1) Ist eine Zahl p prim zu zwei anderen a und 6, so ist sie 
auch prim zu deren Producte ab. 

2) Ist a prim zu p und es ist 6^p, so ist das Product ah 
durch p nicht theilbar. 

S* 103. Iiehrsats. Sind a und 6 relative Primzahlen und 
wird jedes Glied der Reihe 

», 2b, S6, 46 (a— 1)6 

durch a getheilt, so eriiält man lauter verschiedene positive Reste. 

Beweis. Nehmen wir z. B. die Zahlen 8 und 7, so giebt 
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die Reihe 3, 6, 9, 13, 15^ 18 mit 7 diTid. 

die Reste 3, 6, 2, 5, 1, 4, welche sammtUch 
Terschieden sind* 

Nehmen wir nun an, dass irgend zwei dieser Glieder, durch 
a getheilt, denselben Rest Hessen, so können £ese dargestellt wer- 
den durch sb und yb, und ihr gemeinscbaft]idier Rest sei r, so 
dass xb = na + r und yb = ma + r; dann ist klar, dass 
xb — gb =: na — ma durch a theilbar ist. Diess ist jedoch un- 
möglich, weil 

aA—jfb «■ bX(ß—y)i 
in welchem Producte der Factor b prim zu a ist und. (d? — ^X«» 
indem ^, wi^ y «C a sind (e. h.)* demnach muss es auch ihre 
Differenz »^n iGPram. 2.)« FolgUch kann fr x {s — y) durch a nicht 
(theilbar sein, und kann also sb s:^ na+r nebea yi = iita + f 
unmöglich zn^ich bestehen, d. i nicht zwei von jen^ GUedem 
können denselben Rest lassen, wenn sie durch a getheilt werden* 

$. 104. KnsatK 1. Da nun die Reste, welche durch die 
Division aller Glieder der Reihe 

6, 26, 3&, (a—l)b 

mit entstehen, sämmtlich veracbiedem, und also »ich noUnwendc 
<ra sind$ so folgt, dass alle Zahlen von 1 bis a — 1 unter ihnen 
Torkommen. 

Es ist klar, dass unter den obigen Gliedern ms aufireteB 
muss, welches den Rest 1 giebt; es mu^ daher ^auch eine ZaU 
jr < a von der Art geben, <lass bx — 1 durch a Iheilb^ ist, t^der, 
was einerlei, die Gleichung fcr — 1 «» ag^ oder bx — ay = .1, ist 
^siets autlösbar, sobald a und b prim zu einander sind; sie ist da- 
gegen unmöglich, Ms a und b einen gemeinscbafUicbea Theiler 
liaben, .indem dann die eine Seite der Gleichuqg durch .deaselben 
theilbar wäre, welches bei der andern (1) nicht anfleht. Dasselbe 
^t aber auch von jler Gleichung bs^ay = — ^.1, da a — 1 
einer von den Resten der obigen Reihe ist, so dass wiedar ein 
Werth von x<^a gefunden werden kann, damit bs^—{fl — 1) 
durch a theilbar werde *^ d. h. die Gleichupg ftj;— qy sc ii<-^l, 
oder was einerlei: 6aj — «(Sf^-l) = —1» ist allemal möglich. 
Denn .setzt man y.— 1 «=? y,, so muss l^ — ay, ä — X gapi- 
2ahlige Werthe für die läibekanftten geben. 
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Somit iflt also die Auflösbarkeit der Gleichung 
ax — Jy = +1 
nachgewiesen. 

%mmmtm 2. Da die Gleichung ax—hjf == +1 immer auf- 
lösbar ist, wenn a und b prim zu einander sind, so folgt, dass 
es auch die Gleichung as — (y = +^t sein müsse. Denn multi- 
plicirt man beide Seiten der Gleichung 

ax — bjf «a +1 mit c, so erhält man 
acx — hcjf == +c, oder, wenn man 
ex s^ X, und ey = y, setzt: 

ax, — by, as 4^c, so dass offenbar dasselbe Re- 
sultat erschemt, wenn a(x,+^bt) statt ax, und b(3f,±^at) statt 
liff geschrieben wird, wo dann 

a(x,+^bt) — ft(y,iflO — +c ist. 
Setzt man wiederum s, +^bt = x und jf^+^at = y, so ent- 
steht die Gleichung ax — by = +,e, welche denmach jederzeit in 
ganzen Zahlen möglich ist. 

S. iOÖ. IielurMta. Die Gleicbvng as + bg = c ist 
immer möglich, wenn a und 5 relative Primzahlen sind, und 

BeweUi« Denn es sei c 5=3 {ab~a — 6) + r, so hat man 

die Gleichung 

as + bjf ^ (aö— « — 6).+ r. 

Ihre Auflösbarkeit hangt also davon ab , dass 

«fr— a — b — 6y + r 
a;« , 

oder X = ö — 1— ^"^^ eine ganze Zahl sei; 

es hängt daher aUes davon ab, dass 

-^ zur ganzen Zdal =*= m, werde, oder, wenn 

a 

man y + 1 ^ y, setzt, dass die Gleichung y,( — ax, = r lösbar 
sei, welches, wie wir im vorigen $. gesehen haben, allemal der 
Fall ist, sofern nur g, oder y + 1 < a ist. 
Da nun in der Gleichung 

;y . "rf^ ~ tts jx, die Grösse y i- 1 < «, so muss 
a 

auch jr, < % , also 

X « ö— 1 — . - "^ ^ ~^ = 6— 1— JTy sein und wird so- 
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nadi auch «= 5 — 1 — s, entweder oder irgend eine ganze 
ZabI geben. 

Demnach kann die Gleichung 

ax'\-ly =: c 
jederzeit durch ganze Zahle^werüie für x und y befriedigt werden, 
sobald nur die obigen Bedingungen bestehen. 

$. 106. XasatB. Vermittelst der vorigen Sätze können 
wir auf eine leichte Weise beurtbeilen , ob eine vorgelegte Gleichung 
dieser Art möglich oder unmöglich ist. So ist z.B, die Gleichung 
7a; + I3y = 71 unmögüch, weU 7.18 — 7 — 13 = 71 ist; 
ebenso ist 13a; + 17y= 100 unauflösbar, indem auch hier nicht 
100 > 13 . 17 — 13— 17. Dagegen ist bei der Gleichung 
7 a? + 11 y = 100 eine Auflösung mögUch, da 100 > 7 . 11 — (18) 
und die Coefficienten relativ prim sind. 



IV. Capitel. 

Von der Auflösung nnbestimmter Äifgabes mit drei 

unbekannten, zn deren Auflösung nnr Eine Gleiclinng 

gegeben wird. 

$. 107. Enthät eine Aufgäbe 3 unbekannte Grössen, und bie- 
tet sie nur eine Gleichung dar, so sieht man sich genöthigt, eine 
von ihnen willkührlich anzunehmen, doch so, dass dabei die Be- 
dingungen der Aufgabe nicht verletzt werden. Die allgemeine Form 
einer solchen Gleichung ist: 

ax -{-hy •\- ex = rf. 
Geraeinij^ch giebt man ihr die Form 
ax + by =: d — es 
und untersucht zunächst, welche Werthe für t angenommen werden 
können. Durch Substitution eines solchen Werthes von x in die Glei- 
chung, reducirt sich dieselbe auf eine Gleichung mit 2 Unbekannten 
ads + by = /, durch deren weitere Auflösung dann die zugehörigen 
Werthe von y und x bestimmt werden. Auch ist «inleuchtend, 
dass aUe Aufgäb^en, welche 4 Unbekannte mit 2 Gleichungen ent- 
halten, oder 5 Unbekannte mit 3, oder allgemein n Unbekannte 
mit n — 2 Gleichungen hierher geborenen indem sich in afien diesen 
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F&Um so Tide üubdunnte eüminiren lassen,? dass Bur 3<;Uube« 
kannte mit einer Gileichung übrig bleiben. Die weitere Behandlung 
übersieht sich am Besten bei prsktischeo Aufgaben, welche deshalb 
hier folgen. 

$. 108. Auf^Bhe. Es werden drei Zahlen £, Jf und i^ 
gesucht Yon der Beschaffenheit, dass L durch 5 getheilt, 4; M 
durch 6 getheilt, 5; N durch 7 getheilt, 6 übrig lassen, ihre 
Summe aber =100 sei. 

Aufltauai^. Offenbar hat die Zahl £ die Form 5 a? + 4, 
ebenso ist IT = 6y -)- 5 und iV =7x4-6. Es ist also 
5jr + 4 + 6y + 5 + 7* + 6 = 100, oder 

5a? + 6y+7*= 85. 
Hieraus folgt: 

85 — 6 y— 7f -- (» + 2«) 

Man setze y+2s 33 5i, so ist 

5i — y 2Ä4-^~^ 

Ferner sei Ä — y = 2 B, so ist 

y = i— 2Ä, folgUch 

*==2A+B und mithin 

*=17 — 4i + A 

Die Grenzen, zwischen welchen die unbestimmte Rülfsgrösse A 

liegt, ergeben sich aus den gefundenen Werthen für y und x. 

Es folgt nämlich aus y » A — 2B, dass, damit A eine positive 

Zahl werde, i>2B 

und aus a?= 17 + B — 4ii, dass 

4i< 17 + jB, oder 

,^17+Ä . 

-A < — j — sem musa. 

Setzt man jB = 0, so fallen die Grenzen für i auf und 4{, 
wobei für i nur l, 2, 3, 4 genommen werden kann. 
Ist daher B ^ 0, 0, 0, 

und i = I, 2, 3, 4, so ist 

JF a 17+Ä— 4i4 = 13, 9, 5, 1, 

y = A—2B *= 1, 2, 3, 4, 

« = 2A+ B = 2, 4, 6, 8, 

I = 5a?+ 4 = »9, 49,29, 9, 

Jf = ey+ 6 = 11, 17, 23, 29, 

jr = 7,+ e«^ 20, 34, 48, «2. 



PTimnit man B = 1 ; so suid die GreiiMi fBr i ntf 2 imd 4^ 
^ngeschränkt ; es kann also nnr i as S »dkr 4 son. 



limmt matt daher 


*= 1, 1. 


und 


il = 3, 4, 80 ist 




X = 6, 2, 




y = 1, 2, 




* = 7, 9, 




£ = 34, 14, 




M = 11, 17, 




N = 55, 69. 



In jedem dieser Fälle ist 

I + « + iV==100. 
Anmerkung. Unter der VoraussetzttBg, dass bei roriger 
Aufgabe zwei der gesuchten Zahlen, z. B. £ und Jf, einander gleich 
smd , kann man mit Zuziehung Ton $. 40. noeb eine andere Auf- 
lösung herstellen. 

$. 109. Aufsähe* Unter eme Anzahl Armer sind 100 
Thir. dergestalt zu vertheilen, dass ein Kind 7, cdne Frau 9 und 
ein Mann 11 Thlr. erhaHe. Man fragt, wie viele Männer, Frauen 
und Kinder zulässig sindt 

Aafifi«aiiff. Es seien x Kinder, y Frauen und x Männer, 
äo hat man folgende Gleichung: 

7a? + 9y+llzÄ lÖO. Folglich 
I00_9y_IU 2-(23r + 4s) 

, lA *. 2y + 4z— 2 
oder X =14— y — * ■ „ . 

Man setze 2y + 4*— 2 = 7i, so ist 

y + 25-I =^=:TB. 

Daher hat man g ■» 7B— 2* + l 
und JT = n—9B + x. 
W«m also ^ s 1, 1, 1, 

und X = I, 2, 3, so ist 
0? =3s 5, 6, 7 und 
» = 6,4,2. 
$. HO. %ummim. An diesen Beispielen sehen wir, dass 
auch bei Einer Gleichung mit ä Unbtiumoten das Verfahren der 



X = 
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Auflösung dem obigen mit einer Gleiehung und zwei Unbekannten 
im Wesentlichen gleidi iit. Dass aber auch die allgemeine Auflö- 
sungsformel $.22. wieder deutlich hervortritt, lässt sich bei der 
Aufgab^ dei? {. 108. und bei der Torigen fdgendermassen nachweisen. 
Es er|^ sich aus der Gleichung 
(I) ix + ay + ls «85 

Setzt map y -f 2s = $to, so ist 

y = 9io~2s, folglich 
»«= 17—9« + *. 
Sßtjst man nim. diese Werttie yon x osd y in die Gleichung (I), 
so .erhVt man : 

5(17— 6io+i)+6(5io— 2«)+7i = 85. 
Ehmm .«rgab sich aus der Gleichung der Toiigen Att%abe, nteilicb 
a) 7jf + »»+11« ^ 100, 
x=n~9B^x und 
y = 7Ä~2i+l, 
idio , w^nn wir w statt B setzen und diese Werthe von x und y 
in diQ Gleichung (1) substituiren : 

7(13— ai»+*)+»(l + 7iP— 2*) + ll« = 100. ' 

$. 111. Aitf^alto. Eine Bäuerin hat Gänse, Huhner, En- 
ten und Tauben, zusammen 76 Stück verkauft; eine Gans für 20, 
ein Huhn für lOf, ehie Ente für 7 und eine Taube für 4 Silbergr. 
und insgesammt 23 Thhr. 17 Sgr. daraus gelost. Wie viel Stück 
hatte sie yon jeder Gattung? 

Aofltevas* Sie habe x Gänse , y Hühner , x Enten und 
II Tauben gehabt, so erhält man folgende Gleichungen: 
(1) j:+ y+ x+ tt = 76. 
I20j7 + 10jy+ 7i + 4tt = 707, oder 
t40jr+2ly+-14z + 8w == 1414. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Grösse i, indem man 
die erste mit 14 mult. und dann beide subtrahirt, so ergiebt sich: 
40a? + 21y + 14i+ 8u ^ 1414 

14a?+14y + 14i + 14tt ==1064. 

' - -' - - - - - - 

(3) 2609+ 7y — 6tf SS 350. Es ist also 



< 
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Man setze 2af+y—2 = 6i, (5) 

80 folgt y = 6A+2— 2jr, (6) mithin ist 

(7) n— 1A+ 2x — 56 und 

(8) X = 180— 13i— oj (nach 7., 6. u. 1). 
Offenbar sind für A und x nur solche Werthe zu nehmen, dass 
« 13i+ O' < 130 (nach 8) 

7i + 2a? > 56 (nach 7) und 34 + 1 > jr, 
oder a? — 3i < 1 (nach 6) sei. 



Wenn daher Ä 


= 


5, 


8, 


5 . 


.. «, 


6 . . 


. 7, 


7 


so ist .1 ' 

(tt 


= 


11, 


12, 


13 . 


. . 8, 


9 . . 


. 6, 


7 


=3 


10, 
64, 


8, 
5J, 


6 . 
52 . 


. .22, 
.44, 


20. . 
43 . . 


. 32, 

.88, 


30 

32 


= 


1. 


3, 


8 . 


.. 2, 


4 . . 


. 5, 


7 



Anmerkung. In Heiss Sammlung von Aufgaben aus der 
allgem. Arithm. u. Algebra, 4te u. öte Aufl., aus welcher vorste- 
hende Aufg. entnommen, befindet sich S. 260 ein Druckfehler^ statt 
z = 130 — m + 13n muss es heissen: 

% = 130— (m + 13n), oder 130— «1—13 h. 
$. 112. %ummtm. Efiminirt man die Grösse y aus den 
Bedingungsgleichungen, so erhält man: 

— 19a; + 7«+13ii ^ 182, folg^ch 

z ss2ü +2x — u+ = — . 

Die weitere Entwickelung f&hrt zu den Formek: 
X = 4u + 7C 
y «B 50 — 1411—26(7 
Ä = 26+ 9II + 19C. 
Je nachdem nun (7 =3 0, 1, 2 . . . und ii s 0, 1,2... ge- 
setzt wird , erhält man allemal eine Gruppe von Werthen für die 
Unbekannten, welche der Aufgabe Genüge leisten. 

$. 113. Zuweilen treten bei diesen Aufgaben sehr einfache 

Gleichungen hervor, welche die Rechnung abkürzen. Ein Beispiel dazu. 

Aufgabe. Man sucht vier Zahlen von der Beschaffenheit, 

dass die Summe der beiden ersten der dritten und ihre Differenz 

der vierten gleich sei. 

Aafldflviii^. Sind diese Zahlen nach der Reihe x^ y, s, 
fi, so erhält man folgende Gleichungen: 

(1) x+s = % 

(2) x — y»u. 
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Aas d«r Addition and Subtraction beider Gldchangen ergiebt sich: 

(3) X = ^^4-^ und 

(4) »=^. 

Man nehme nun x und u nach Belieben an, so dass i^ii und 
beide zugleich gerade oder zugleich ungerade sind, damit man lau- 
ter ganze positive Werthe erhUt. 

Ist also ^ . und '^ «. u. s. w. , so hat man 

i&r jr, y, s, ii die Werthe 
5, 1,6, 4 

5, 2, 7, 3 u. s. w. ins Unendliche. 
$. 114. Avfgal^. Jemand hat vier Stacke Silber i, 7-, 
JB, 8-, C, 12-, D, ISlöthig; er wünscht davon 48 Mark lOlöthi- 
ges Silber zu machen. Wie viel Mark muss er dazu von jeder 
Sorte nehmen? 

Auf Itftvns« Er nehme vom 71öthigen x Mark, vom 81öth. 
y, Tom 121öth. x und vom ISlöthigen u Hark, so erhält man fol- 
gende Gleichungen: 

(1) 7jp+8y+12* + 13ii = 480. 

(2) x+ y+' x+ u = 48. 
Eliminirt man y aus beiden Gleichungen, so erhält man: 

— x + 4kx + 5u =96. Folglich ist 

X jsz 5 =24 — uH — j". 

4 4 

Setzt man s — n = 4il, so findet sich 
« SS 4i+« und 
X = 24 + i — u; mithin ist 
y = 24— (5i + «). 
Wenn also i ae 0, . . . 1 , 1, 1 . . . 2 . 
. und M = 1, 2 . . . 1, 2, 3 ... 4 . 
so ist » == 1, 2 . . . 5, 6, 7 ... 12 . 
y = 23, 22 ... 18, 17, 16 ... 10 . 
X = 23, 22 ... 24, 23, 22 ... 22 . 
' S- 115. A«fl*mBC Btaer «leichnH« mtt 3 rabe- 
iCMUitea» wena Me Co^fftelenten 4kermelhen paarwetae 
eta ceaietascliaftliehea Ma«« habea. Wenn in der Glei- 
chung ax + bg + ex « d zwei Coeffidenten, :z. B. a und ( , ein 
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geineiiisdiuißlicbes Mass haben, so darf man die Glieder om und 
hx bei der Auflösung nicht auf einer Seite stehen lassen, wenn 
man für die Unbekannten gültige Formeln haben will. Hat aber 
ausser diesen noch ein anderes Paar derselben einen gemeinschaft- 
lichen Factor, so ist zur Aullösung der Gleichung eine Transfor- 
mation erforderlich, welche sich besser au besonderen FäUeu dar- 
stellen lasst. 

1. Es sei z. B. die Gleichung gegeben : 

4a? + 9y+6» * 115. 
Dann ist 4a? + 6t; =115 — 9y. Man div. mit 2, so 

folgt: 2a? + 3Ä=s= 57 — 4^+ !-=i^, oder 
2»-h3Ä=: 57 — 4y — ?^. 

Man setze nun ^ ^ = «, oder ^ = 2« + l und substiluire die^ 

sen Werth von y^ welcher die Form einer ganzen Zahl hat, in die 
gegebene Gleichung, so hat man 

4aj + 6Ä+ 9(2w + l) == 115 oder 

4fl? + 6jf-hlSii +9 = 115, 
folglich nach gehöriger Reduction: 

2fl?-(-3j? + 9tt =« 53, oder 

2a? + 3j?= 53 — 9tt. 

„. «,. 53 — 9ti — iz „ . , 1 — II — % 
Hieraus folgt 9 = ** 26 — 4ii — «+ 

oder X = 26 — 4m — z — . 

Man setze u + z — 1 = 2i4, so wird z = 2i<:+l-— «» Durch 
Substitution dieser Werthe von y und z erhät man sodann: 
X =r 2&— 31-aw. 
Wenn daher i= Ol 11. ..233 4.. 
it==0ai2...1123.. 



so ist (T = 25 22 19 16 ... 16 1:^ 10 4 
y= 1135... 8 38 7 
«=aia21...4»5 6 

• Es sei geg^a: 

%x+\^y—\6* = 7. Dasn ifil 
6a? + l»y«r T + lft j? 



Colglich 3a?+ 5y= 3+ 7« + '~ 
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Sei nun x -|-1 = 2i, so ist jr ■> 21—1. 
Daher is4 6« + 10^— 80 i + 15 == 7, oder 
8«+ 5y — 151k — 4, und also 



151— öy- 

SB SS =- 

3 



= 5i— y— 1 



2v + l 



Setzt man 2^+1 = 9B, so wird y = 



3J— 1 
2 



=B + ^ 



B—1 



B=z2C + L 
« = 5i— 5C— 3. 
2 2 
1 



und für B — 1« 2C, folgt: 
HittrBach ist yc 3^4-1 und 
Wenn al«o i = 0, 1, 
g= 0, 0. 
80 ist « = — 3, 2, 7 2 
»= 2, 1, 1 4 
«— — t, 1, 3 3. 
Will man die gefundenen allgemeineB Wertbe auf die Probe 
nehmen, ao subsütuire Bum dieselbea in die gegebene Gleicbun|, 
«ekber sie Genäge feisten müssen. 
Ta diesem Beispiele ist 
etöi— 5(7— 3] + 10[3C+l] — 15[2i — 1] ^ 7. 
3. Sei gegeben — 8s-t* 9y— 12x » 92. Daim ist 
8«— 12«=92— ay, fol gl. 

2x+ 3««— 23+2y+-|-. 

Man setze y es. AÄ, so kommt 
2«+3j = — 23+ 9A, also 



— 23 + 9i— 2» 



;— 7 + 81 — 



= —7 + 31- 



2« + 2 

3 
2(ag + l) 



Sei «+l =: 3B, so wird x = 3B— 1. 
Folgüch * = — 7 + 31 — 2A 
Wenn also 1 a 3, 4, 4, 5, 6 
J = 1. 1, 2, 3, 4, 
so ist 



JF = 2, 2, 5, 8, 11 . 
y = J2, 16, Itf, 20, 24 . 
M = 0, 3, 1, 2, 3 . 
$. 116. T«B der TcrailaclHUisarcgel (Resnl« »Uc- 

SatI«Bia). Die Aüigationsrechnung (t. d. ital. Worte alli- 
gare) umfiassi m» Kategorie von Angaben, bei denen aus geg^ebe- 
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nen Ingredienzen von ungleichem Werthe oder Gehalte eine Mi- 
schung hergestellt werden soll, welche euien yerlangten mittleren 
Werth besitzt. Es ist historisch merkwürdig, dass die Yermischungs- 
regel schon in den ältesten Rechenbüchern vorkömmt , wie z. B. 
bei Simon Jacob von Coburg (1552), Genuna Frisius (1593), 
P. Laurenberg (1659) und vielen Anderen. Die wissenschaftliche 
Begründung derselben vermisst man jedoch bei den meisten Schrifl- 
stellem; es scheint daher nicht überflüssig, sie hier aufzunehmen, 
da sie auch von praktischem Interesse ist. Wir geben zuerst diese 
Regel, wie sie von den Älgebraisten ausgesprochen wird. 

S. 117. Allgeinetae Regel für die TermlaehiiBg 
mehrerer Ing redlensen von vevlmmgtem Ctohalte. 

1) Man setze die Werthe der Ingredienzen so unter einander, 

dass die höheren Werthe dem mittleren vorangehen und dass 
die geringeren ihm folgen. 

2) Man subtrahire den mittleren Werth von jedem einzeben höhe- 

ren und schreibe die Summe der gefundenen Differenzen 
neben einen jeden geringem Werth, auch subtrahire man 
jeden geringeren Werth von dem mittleren und setze die 
Summe dieser Differenzen neben einen jeden der höheren 
Werthe. — Die so erhaltenen Differenzsummen bestinmien 
das gesuchte Yerhältniss und eine jede derselben bezieht 
sich allemal auf die entsprechende gegenüberstehende In- 
gredienz. 

Allgemein kann diese Regel deshalb genannt werden, da sie 
auch den Fall in sich begreift, wo nur zwei verschiedene Mate- 
rialien gemischt werden sollen, wo dann die Aufgabe völlig be- 
stimmt ist. 

Gehen wir nun zu einigen Beispielen über. 
$. 118. Aufgabe. Es sollen dreierlei Arten Gewürz il, 
jB, C, so mit einander vermischt werden, dass das Pfund 12 Ggr. 
koste. Es kostet aber das Pfund von A 18 Ggr., von B 16 Ggr. 
und von C 6 Ggr. Wie viel hat man von jeder Art zu nehmen? 
Nach vor. Regel hat man folgenden Ansatz: 
18 6 

16 6 

12 
6 4 + 6 = 10. 

Bier subtraUrt man 6 von 12 und schreibt die Differenz 6 den 
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höheren Wer&en 18 und 16 gegenüber; dann gubtrahirt man den 
mittleren Werth 12 Ton den besseren 16, 18 und schreibt die 
Differenzen 4 und 6 der Ingredienz Tom geringsten Werthe gegen- 
über. Endlich addirt man beide und erhält nun die Zahlen 6, 6, 
10, oder die ^erhältnissmässigen Quantitäten 3, 3, 5, welche das 
Verlangte leisten. 

Die Probe überzeugt sogleich Ton der Richtigkeit dieser Bfi- 
schungstheile. Es ist nämlich der Werth Ton 
3 Pfd. ä 18 Ggr. = 54 Ggr. 
3 - ä 16 - «= 48 - 
5-ä6-=30- folglich kosten 

11 Pfd. der Mischung 132 Ggr., 

mithin 1 Pfd. ^ i^ « 12 Ggr. 

Um den Grund dieses Verfahrens nachzuweisen, nehme man an, 
dass zu 1 Pfund des Gemisches x Pfund Ton Ä, y Pfund Ton B 
und z Pfund von C genommen werde. Dann hat man : 
1) iB+ y+«=l 
20 18a; + 16y + 6« «= 12, folgUch ist 

4) 18a; + 16y + 6jr =: 12a; + 12y + 12i. 

Es ist also 

6) (18— 12)a? + a6— 12)y = (12 — 6)f, oder 
6»+ ^ 4y = 6« 

d. i. 6) 3a;+ ' 2y = 3i. 

Nimmst man nun für o?, y und x beliebige Zahlen an, doch 
so, dass immer iX'\-2y so viel als 3s giebt, so kann man so 
viele Resultate erhalten, als man will, zumal bei solchen Aufgaben 
die Bedingung, dass nur ganze positive Zahlen gelten sollen, nicht 
durchaus nothwendig ist. Die gesuchten Zalilen können also sein : 
aj=L3 » = 3 «=5 
a:=54 y = 3 « = 6 
a? = 5 y»3 ä = 7u. s. w. 

$. 119. Auffalle. Jemand hat viererlei Silber, nämlich 
15, 14, 10 und 71öthiges; er wünscht von jedem etwas zu neh* 
men, um daraus ISlöthiges Silber zu erhalten. Wie viel muss 
demnach von jedem genommen werden? 
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Man criiiU nadi obiger Regd: 



A. 


IS 


B. 


14 


C. 


10 


D. 


7 





6, 3 1 


»1 




«, 8 


9 


13 








1, 2 


3 




1.2 


3 



1 
1. 

Es ergiebt sich miR Eunäcbst, dass zu 3 Mark ISl^. ond 
3 Mark 141öth. Silber, 1 Mark lOlöth. und 1 Mark 71öthiges ge- 
nommen werden muss, um 131dthiges su erhalten. 

Man nehme nun allgemein von A. jr, von B. y, yon C. i 
und von D. tMark zu einer Mark 13 IM). Silber, so entstehen die 
beiden Gleichungen: 

2) ISjt + 14» + 10« +.7# £= 13. 



Folglich ist 3) 



13; daher 



lix + Uy+lOz + lt = 13» + 13y+13* + lSr, oder 
a«+ y = 3jk + %t. 

Man kann nun tnr x, y, x, t beliebige Zahlen annehmen, 
wenn nur 2x + y ebenso viel austrägt, als 3 je + %^L Setzt man z. B. 
a; SS 3, y BS 3 und x =s 1, t s^ l 
so ist 2j; + y = 9 und ebenso 3z + 6^ = 9. 
Es kann femer genommen werden : 

0? = 4, y = 7, .1 = 1,^=2 
« 3» 3, y = 6, * ^ 2y r = 1 
X ^ 6, y«3, *=sl, t ^ 2 
u. s. w. 
Vergleicht man die allgemeine Aullösung löit dem vorher- 
gehenden Ansätze, so sieht man deutlich, warum man die geringe- 
r«a Werthe von dem verlangten mittleren, sowie« diesen von den 
höheren abziehen müsse , und dann die Summen dieser Differenzen 
zu nehmen habe, um die gesuchten Proportionaltheile der Ingre- 
dienzen zu finden. 

i. 120. /km^eve Be^cl »nr TermiMüNnis. Neben der 
vmgen Regel begeht noch eine andere,- welche dmiso allgemein 
Im 4er Miscbnng beliebig vieler Ingredienzi^ aagewindd werden 
kann. Sie lautet folgendenoeasefi: 
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1) Man aehe den littelwerUi ron den einzehen höheren ab nnd 
l^etradite jede Diflferent ab den Nenner eines Bruches. 

2) Mm ziehe ftmer die Werthe der niedrigeren Ingredienzen tm 
dem mittlem ab und betrachte deren Differenzen ehinfiH» 
als Nenner von Brächen. 

i) Man richte hierauf die Zähler der Brüche so em, dass die 
Summe der Zähler der höheren Differenzen ebenso gross sei, 
als die Summe der Zähler der niederen, so erhält man die- 
jenige Quantität, welche Ton jeder Ingredienz zum yerlangten 
Mittelwerthe zu nehmen ist. 
Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. 
$. 121. Auigmhe. Em Weinhändler hat 4 Sorten Wein, 
woTon die erste 1 «^t 29 Gr., die 2^^ 1 «f 16 Gr., die i^ 1 if 
8 Gr. und die 4^ 12 Gr. kostet, und wünscht daraus eine Mittel- 
sorte , die Flasche ta 1 t^ m mischen. Wie Tiel Flaschen muss 
er Yon jeder Sorte dazu nehmen? 

Die Rechnung geschieht wie folgt: 



!•*• Sorte x= 44 Gr. 

2'* „ =40 „ 

3*« „ = 32 „ 

Mittelsorte = 24 

4'« Sorte =r 12 



16 



1^ = 1 Flasche 
1=1 „ 



« = 8 



Hier ist nun die Summe der Zähler für die Differenzen der 
höheren oder besseren' Sorten » 20 + 32 + 8 oder 60 , und 
ebenso gross ist der Zähler für die Zwölftel. 
Man hat demnach zu 1 Flasche i€r 1'^ Sorte 
2 „ von der 2«« „ 

* »> »» »> ^ »» 

und 5 „ „ „ 4'^ „ zu nehmen. 
Probe. 

1 Flasche k 44 Gr. = 44 

2 „ ä 40 „ =5 80 
1 „ ä 32 „ =: 32 

5 „ ä 12 „ =: 60 

Fl. kosten daher =e 216 Gr., mithin eine ss 24 Gr. 
So oft man daher solche Zähler taden kann, deren respectl- 
▼en Summen gleich gross smd, ebenso viel verschiedene AnflOeungen 
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sind möglich. Will man die Yerhältnisstheile der iDgredienzen 
in ganzen Zahlen haben, so müssen natürlich diese Zähler derge- 
stalt gewählt werden, dass die zugehörigen. Nenner in ihnen auf- 



$. 122. Aufgmhe. Man soll aus 15, 14, 13 und 71öthi- 
gem Silber 4^ Mark 121öthiges zusammensetzen; wie viel muss 
von jeder Sorte dazu genommen werden? 



15 


f 


6 


f =32IIark 


14 


3 


2 


1=1., 


13 


-f- 


7 


f =7 „ 


12 








7 


8 


15 


^ =3 „ 



Probe. 

2 Mark I51öth. Silber enthalten — 30 Loth fein 

* »» A4 „ „ „ — 14 „ „ 

• »» •*•«' »» »» >» *"~ "*■ »» ?» 

13 Mark enthalten 156 „ „ 

folglich 1 Mark des Gemisches 12 Loth. 

Es bleibt daher nur übrig, die Antheile zu 4| Hark zu be- 
rechnen, welches durch einfache Proportionen leicht geschieht. 

folgl. X = 



13 



13 



13 



13 



4i = 2 
4i= 1 

4.1 = 7 
4i = 3 



» = 



X = 



13 

ü 
13 

31| 

13 

13i 

13 



Summa 4| Mark. 

Die Aufgabe des $. 119, wo aus 15, 14, 10 und 7Iötlugem 
Sflber ISlötbiges legirt werden soD, wird nach dieser Regel foi- 
«tendergestalt aufgelöst: 
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15 


■f 


1 = a Marie ISUMbig 


14 


^- 


1 = 5 „ 14 „ 


13 
10 






t 


♦ = 1 » 10 „ 


7 


• 
T 


♦ = 1 „ 7 „ 




Pr«kc. 


2 Marie 1516th. Silber enthalten 30 Loth fein 


5 „ 14 „ 


>» »» •" >» l> 


1 „ 10 „ 


»» »> A" 1» »» 


1 „ 7 „ 


»» »» • »1 w 



9 Mark der AGschung enthalten 117 Loth. 

Folglich hält 1 Mark 13 Loth fein. 
{. 123. Meweim dieser ReteL Man habe allgemein 
alölhigeSy iUthiges, elöthiges, dlöthiges und elöthiges Silber. 
1/Vie viel muss man Ton jedem nehmen, um daraus ml6thiges zu 
legiren? 

Es sei a > ft > c > m und m>i>e. 
Nun nehme man zu 1 Mark mlöthigen Silbers 
X Mark alöthiges; diese enthalten ax Loth fein, 



y 


>» 


b 


»» 


99 


X 


»» 


e 


» 


»9 


t 


»1 


i 


>» 


99 


H 


»> 


B 


»> 


91 



by 


99 


c* 


99 


di 


99 


eu 


99 



S) 



Dann istl) »+y+*+t+M = l 

2) ax+by+ ex + dt+€u^ m, folglich 
M + by + e* + di + eu _ 
sß+y + M + t + u ^ 
Es bt also 

4) aas+ byi- cx-^djt+eu = mx+my+mx+mt+mu 
davon: mx+my+mx+dt+eu = mx+my+mx+ dt+ eu 

sobleibt 5)(a-Hw)«+(6— m)y+(c— m)i = (m—d)t + (m — e)u. 
Man setze nun , um dieser Gleichung die einfachste Form zu 

ffeben, x =s ; y =± — ^ — • g = — ^ — • t -= ■ 

und ff = . Dann verwandelt sich die Gleichung (5) in 

folgende: 
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•) a+ß + y « S+€. 
Hiernach sind nun die Zähler a,' /?, y, d, s 'willkuhrlich, 
wenn sie nur der Bedingung in (6) genügen, d. h. dass die Zähler - 
Summe aber dem Mittelwerthe ebenso gross ist, als die Samme 
der Zähler unter demselben. Die Entsteh&ng der Vorigen Regel 
liegt nun auf der Hand. 

$. 124. %ummtm. Nimmt man nur 2 zu mischende Stoffe 
von ungleichem Werth« und will man daraus eine Mitteisorte von 
vorgeschriebenem GehaUe herstellen, so verwandelt sich die Auf- 
gabe in eine bestimmte (unter dem Namen der einfachen AUiga- 
tionsrechnung l)ekannt). Man setze, es sollte aus alötbigem und 
d löthigem Silber 6in mlöthiges gemacht werden ; dann sind lÜe 
Ansätze nach den beiden obigen Regeln: 



■! 



m 

dlöth. 



n. / m 
-m T I d 



n 



m a — m 



* 



m — d m-*-rf 
In L sind die Yerfaältnisstheile fn^d und a^^m, oder «igent- 

lich die Brüche — — 3 und r, welche sich wit ihre Zähler 

d — a ä — a 

verhalten; dagegen werden in H. die Zähler =s n gl^notiimen, wo 

n n 

dann : \ = «• — d : a — «i, wie vorhin ist. 

a — m m — d 

Dassefte fi)lgt auch aus det* Gleidiung (5), t^enn man 

tf = ji Ä w == setzt» wo dann « = — ' — und t = ist. 

a — fn m — / 

Da nun hier a ^ Ö i^ein inuss, so veriialten sich diese 
Brüche umgekehrt, wie ihre Neniter; daher hat man 
flp : r = m — t : a — m, vrie vorhin. 

Anmerk. Auch die Regel Coeci kann bei der Yennischungs- 
rechnung angewandt werden, da sie mit dieser Verwandtschaft 
besitzt. Was den praktischen Werft betrifil, so hat Birja*) ganz 
Recht, wenn er sagt: 

„Uebrigens sind diese beiden Rechnungsarten^ seitdem -die 
Algebra häufiger gebraucht wird, beinahe in Vergeitsenheit gerathen. 



*) Abel Bftrja, Der selbstlehrende Algebraist. Berlin 1801. 2r ¥M. p» 49. 
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Sie haben aber ^eh ihren Nutsen, «md sind keineswegs zu ver- 
achten; indem man vermittelst derselben manche Au%ibe weit gie- 
schwinder auflosen kann, als wenn man erst algebraische Gleichun- 
gen auTsetzen w^Ut^*^ 

Tob der AnlHiaiiiif Biner Meichuiig »U vier «ad 
mehrereft tJnlieluiBiitea. 

%. 125. Fährt etfie Aufgabe zu einer Gleichung mit 4 un- 
bekannten Grössen, so bleftt uns zu ihrer Auflösung in ganzen 
positiven Zahlen nichts anderes übrig, als mit derselben auf ähn- 
liche Weise wie voihin zu verfehren. Zu diesem Ende wh*d voraus- 
gesetzt, dass die Coefficienten der Gleichung ax + by + e% + du ^ f 
relativ prim sind, oder dass nur einige von ihnen ein gemein- 
schaftliches Mass haben, weO sonst die Auflösung unmöglich sein 
würde; denn hätten a, bj Cf d einen gemeinschaftlichen Factor, 
der nicht zugleich in f enthalten wäre , so wurde die Summe gan- 
zer Zahlen einem Bruche gleich sein müssen, welches nicht angeht. 

Wir wollen nun einige Gleichungen dieser Art näher betrach- 
ten und den Verlauf der Rechnung an speciellen Beispielen deut- 
lich machen. 

J. 126. Es sei die Gleichung aufzulösen: 

13to + 5« — 9j— 8« = 109. Dann ist 
109 + 9y+8g— 13tP 

^ 21+ i, + .^2u>+ *^*y\^'-^'' ,oier 

Man setze 3z — 3to — y— -1 *= 5i, so iM 
Sssgi^Sw + y + l, also 

1? = 2i+ 10 + ^^ ~ . Mau setze ferner 

f + 1 — i s=t 3jB, so folgt: 
y n 3£-|- Ä^l. Daher ist 
s SS 2i+ £ + 10 und 
4^ s: 20 +6i + 7B— «. 
Es sei sofort 

CA^O ... 

} B^l 2 3 ... 2 

/ w« l 1 1 ,.. 8 



X SS 
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/ 4r a 26 33 40 ... 42 

8ont}ysB2 5 8... 5 

(s = 2 3 4 ... 4 

$. 127. Ea sei die aufzuidsende Gleidiung: 

10a + 8y— «— 3i»— 6« =• 0. Dann ist 

10a; + 8y = * + 3u + 6<. 

Man suche nun den Wertb von «, so folgt: 

10« + 8»— 6«—* 
« = i 

Man setze jr + 2y — « = Si/uo ist 

y = 2 = ^-1- 2 ' 

Sei ferner Ä + x — a;s=2£, so ergiebt sich 
X = i — 2B + Ä, folglich 
y =3 i + ^ und 
« = 6i— 4B + 3ä — 2(. 
Nun nehme man für die 4 Hülfsgrössen Ä, B, x^ t willkührliche 
Zahlen an, doch so, dass die erhaltenen Formehi stets positive 
ganze Zahlen gestatten. Es sei also 
i »2 2 2 3 
£ = 1122 
s=3l 2 3 3 
1 = 13 3 3 
r a?= 1 2 I 2 
so ist 5 y = 3 3 4 5 
/ n = 9 8 7 13. 
$. 128. AuUmun^ t«m m naliestiaiaiteB dleicliiui- 
ipea mit m + n Uiilbek*nitteB« Die Aufgabe , aus m Gleichun- 
gen mit n unbekannten Grossen , deren Werthe in ganzen positiven 
Zahlen zu finden, schUesst sich unmittelbar an die vorige, mit 
Ausnahme des Falles, wo n = 1 ist, welcher oben schon abge- 
handelt ist. Der Gang der Auflösung bleibt im WesentUchen der- 
selbe L^ie bisher, nur dass man zuvor so vide Unbekannte aus 
den Gleichungen elinmürt als möglich ist. Die Werthe für die Un- 
bekannten bestimmen sich dann durch Formetai mit mehr oder 
weniger Hülfsgrössen. Wir wollen den Anfang mit 4 Unbekannten 
machen, bei welchen nur zwei Gleichungen gegeben sind. Sind 
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0?, y, X, u die gesnditen Grössen, A und B die beiden Gleichun« 
gen, 80 giebt die Combination folgende drei verscbiedenen FUle. 
Es enthält nämlich die Gleichung 

die Grössen jr, y, x, ti 

it - - a?, y, X, I* 



>'li 



2^i»-- - X, y, * 



.)| 



A - - o;, y, X, M 
* - - a?, y,x,u. 
Wir wollen für jeden dieser Fälle ein Beispiel nehmen. 

$. J29. 1. Man soll 4 Zahlen bestimmen, deren Eigen- 
schaften durch folgende Gleichungen gegeben sind: 
I. 13x + 6y— 9x— 8fi = 109. 
n. 7flö~2y =3 49. 

Aus II. findet man die Werthe 

is » 2^ + 1 und y » 7il— 21. 
Setzt man diese in (I.), so erhält man 

61il — 9x — 8ti a 201. 
Hifuraus ergiebt sich 

% a Sil — 8£ — 1 und mithin 
ti s: 2i + 9J} — 24U.S.W. 
2. Es sollen 4 Zahlen bestimmt werden, wozu folgende 
Gldchungen gegeben sind: 

I. Ilx+Oy + Sx — 9ii = 43. 

II. 8a?+3y-5x = 11. 

Aus n. folgt: y = 8 + x — 20? + ?^^-^^-=^^. 

Sei 1 + x — m =» SA, so ist x = 8i + jr — 1; daher 

y=:5i — «+2. 
Diese Werthe für x und y in I. gesetzt, giebt:' 

13a? + 54i— 9t« B 39. Daraus folgt: 

u=a? + 8i— 4 + ^^i^. Für 4« — 3 = 9B 

folgt » = 2B + -i^ und für B + 3 = 4C erhält man: 

«=9(7—6 sowie u = 13C + 6i — 13. 
Wu*d endlich für n der Werth 9C — 6 gesetzt, so findet sich 
X = 3i + 9C— 7 und y = 5A— 9C+8, durch welche Formeta 
sich die gesuchten Zahlen leicht ergeben. 
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8. Es soBea 4 Zahko geAmden wer4M, wota die Glei- 
chunien (jegeben siud : 

L 7a! + 3y + 2«— 6« Ä 70. 
U. 5«+4y— 8« + 7« = »4. 
Um y zu eliminiFen hat man 

21x+ 9y-h6x— 18« a. 21fr 

10«+ 8y— 6*+ 14w «8 128, fo lglfch 

31«+17y— 4w -r 338. Daraus folgt 

Man setze ä« + y — 2 s 4i^ so ist 

Diese beiden Werthe in IL substituirt, geben 
X = 45i4— Uas— 196, 
wobei X von 1 an, willkührlich angenommen werden kann. 

Zum Schlüsse dieses Cepitels mögen noch einige Beispiele 
mit mehr als 4 Unbekannten folgen. 

$. 130. Sind 5 Unbekannte mit 3 oder mit 2 Gleichungen 
gegeben , so lassen sich dieselben Combinationen wie iitt TOffigen 
$. machen. Um nicht zu weitläufig zu werden,, wollen wir die 
zwar theoretisch nicht, uttwicbtigen, jedoch, in der Praxis selten 
Yorkommendeu FäUe übergehe. 

Auffalle« Fünf Taschenuhren werden auf folgende Art 
taxirt: man legt dnen Ring auf die erste Uhr, dann ist der Werth 
derselben gegen die andere wie 2 zu 1 ; auf die zweite gegen die 
dritte, wie 5 zu 2; auf die dritte gegen die vierte, wie 4 zu 1; 
auf die vierte gegen die fünfte , wie 5 zu 8. Nun ist die Frage, 
wie viel ist der RiQg werth, und was gilt jede Uhr? 

AuiiöBumg. Bezeichnet man den Werth der Uhren nach 
der Reihe mit 

I II in IV V ^"^^ ^®^ ^^^ °^^ ^' *^ '^^' 

r+x:y = 2:1 folglich l)2y«r+« 
r + y:x = 5:2 2) 5* = 2y+2r 

r + *:t=4:l 3)4t=r+jr 

r + |:i« « 4:8 4) »u^aBi8* + 8r. 

Aus 1. und 2. fol|^: 

&) dP 4- 3 r = 5jk, aus 3. : 

s = 4^— r, odeir 5j « 2»t—&r 
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daher 6) « « 20l— 8r. 

Nun ist 7) x + 8r SS 20l nach 6; aimmt man davon 
8r =3 5tt — 8/ nach 4, so folgt 
8) 07 = 28/ — 5tf. Hkraua ergiebt sich 

Nun sei 10) 3f — x ■= 5i, so ist 

11) X = 3r + 5 i. Diesen Werth in 9 gesetzt, giebt 

12) u -SS 5r + A. Man bestimme nun r. 

Da 8r = 8ii — 9t, nach 4., so folgt, den Werth von ti 
substit. 13) 8 r = 17 r + 5 i, also 

Man setze 15) t+ 6Ant. SB, 

m folglt 16> (CS SB— &i; daher ist 

17) r=l«B— lOi + Ä = 17B— 10 4. 
Femer Ut 18) w>p40ü — 24i, nach 12. 
Um endKeb y und < zu bestimmeii, so hat man nach 1., 11., 16. 
und 17: 

»y «=«+T sc 8«— 54 + 17Ä— lOi. 

= 24Ä— 15i— 51+17B— 104 = 41#— 304, 

rntthin 19) » = — 15^4+20Ä+-|. 

Sei 20) B= 2C, so kommt 
21) y = 41 (7— 154. 
Endlich ist x= i t — r nach 3., also 

* => 32Ä— 204— 17B + 104 = 155—104 
d.i. 22) » = 30C— 104. 
Setzt man in die gefundenen Werthe für die Uiü>ekaunten überall 
2(7 statt B, so erhält man die Formeln: 
(r=48C— 204 
y = 41C— 154 
, = aOC— 104 
t = UC— 54 
« =5 80 C— 244 
r = 34C— 104. 
Für C = \ kann 4 nur » 0, 1,2 angenommen werden, da für 
4 B 3 der Werth von y negativ wml. 

Wenn also: C = 1 1 1 2 2 . . . 
4=; 2 1 1 2 . . . 



n 
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80 ist 



«= 8 


28 


48 76 56 . . . 


»=11 


26 


41 67 52 . . . 


s = 10 


20 


30 50 40 . . . 


t = 6 


16 


16 27 22 . . . 


M = 32 


56 


80 136 112 .. . 


r = 14 


24 


34 58 48 . . . 



Ausser diesen giebt es noch mehrere andere Gruppen von Wer- 
then, welche der Aufgabe Genüge leisten. 

$. 131. Aafsabe. Es sind die beiden Gleichungen ge- 
geben : 

1) a?+ y+ x+ p4- }+r=55. 

2) l^x + l^y+Hx+^p + ^q + 6r -115; man soll 
daraus die Werthe der 6 Unbekannten finden. 

AnfldsuBff. Man mult. (1) mit 12 und (2) mit 2; dann 
erhält man: 

3) 3la:+29y + 28« + 17p + 15j + 12r = 1430 

4 ) 12a? + 12y + 12g + 12p + 12g + 12r = 660 . i 
folgl. 5) 19a?+17y+16jr+ bp+ Sq « 770. 

Damit ist also eine Gleichung mit 5 Unbekannten gewonnen, welche, 
der obigen Regel gemäss, weiter aufgelöst werden kann. 

Will man jedoch schnell einen, oder einige Werthe für die 
Unbekannten haben, so kann man dazu folgenden Weg einschlagen: 
Man unterbreite den beiden gegebenen Gleichungen eine Aufgabe 
aus der Älligationsrechnung, entferne die etwaigen Brüche durch 
Multiplication mit dem kleinsten Generalnenner, mit welchem eben- 
falls der verlangte Mittelwerth zu vervielfachen ist und bestimme 
endlich nach $. 120. die Zähler der höheren Sorte dergestalt, dass 
ihre Summe gleich der Summe der Zähler der niederen Sorten 
sei, so geben die erhaltenen Quotienten, sofern ihre Summe mit 
der bekannten Zahl der 1. Gleichung übereinstimmt, die gesuchten 
Werthe in ganzen Zahlen. 

Bei diesen Gleichungen kann die entsprechende Aufgabe lau- 
ten: Ein Goldschmied hat ein Werk von 55 Mark ISlöthigem Sil- 
ber zu machen; er besitzt nun 15^-, 14^-, 14*, 8^-, 7^- und 
61öthiges Silber. Wie viel muss er von jeder Sorte dazu nehmen? 
Der Ansatz ist:*) 



*) Weil o&mlicb 55 in 715 g^naa 13 mal eotbaUcD isl. 



ft^ 



m 


31 


Xlü = 20 


in 


29 


i^ =16 


14 


28 


J. = 4 


84 


17 


V = e 


74 


15 


M = 8 


6 


12 


H = 1 



13 
2 

IT 



Man erhält daher: 
a> = 20; y = 16; 



Oder: 



M = 16 

t^ = 20 

..= 4 



55 



1J =3 


8 


Ii 


6 


14- 


1 



55 



= 6; ? = 8; r = 



1, oder 
1. 



Ä = 4; p 
X = 16; y = 20; Ä = 4; p = 8; I = 6; r = 

$. 132. IiehrsatB. Aus m unabhängigen Gleichungen 
zwischen m + lj m + 2 m+n Unbekaimten können im- 
mer m — 1 dieser Grössen eliminirt werden, iind lässt sich da- 
durch das ganze System von Gleichungen auf Eine Gleichung mit 

resp. 2,3, oder n + 1 Unbekannten reduciren. 

Meweim. Es ist darzuthun, dass 

m Gleichungen mit m + n Unbekannten sich auf 
1 Gleichung mit n 4- 1 „ bringen lassen. 

Der Kürze* wegen bezeichne man die auf Null reducirten 
Gleichungen 

1) ax,+ üiff + fl||« +.... = mit i = 

2) bx + hy + b^xz + . . . . = mit J? = 

3) ex + Cijf + Ci|X +...•= mit C = 

u. s. w. 
Betrachten wir zuerst den Fall, wo m = 2 und it = 1, 
(oder allgemein: m Gleichungen mit m-f- 1 Unbekannten), so kann 
z. B. die Grösse x aus der P'^ und 2^ Gleichung eliminirt wer- 
den, mdem Is mit ( und B^ mit a mult. uns die neuen 
Gleichungen giebt: 

i6 = 



Ba = 0' 



durch deren Subtraction wir 



Ab — Aa = erhalten mit den Unbekannten y und z. 
Ist m=: 3 und n = 1, so wird zur Eliminirung von x aus der 

1. Gleichung Ab =s aus der 1. Gleichung ic = 

2. „ Ba = 2. „ Ca = 0, also 



Ab—Ba = 

9$rhkan, 



Ac Ca=zQ 

7 
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welche beiden Gleichungen nur noch 3 Unbekamite, g^ x^u ent- 
halten. Au» diesen kann man nun wie im 1*^ Falle wieder eine 
Unbekannte, z.B. y eliminirei), wodurch wir denuiach auf eine 
Gleichung mit 2 Unbekannten kommen. 

So wie hier der 2^ Fall auf den 1'^ zuröckkommt, ebenso 
findet dieses auch bei 4 Gleichungen mit 5 , bei 6 Gleichungen mit 
7 u. s. w. allgemein bei m Gleichungen mit m + l Unbekannten 
statt. 

Man würde aber sehr irren , wenn man glauben wollte , dass 
aus der Combination der ersten dieser in Gleichungen mit jeder 
der übrigen , wie auch die 2^ mit der 3^*" u. s. w. combinirt , und 
dadurch dieselbe Unbekannte wie zuvor eliminirt, dann mehr un- 
abhängige Gleichungen hervorgehn würden. Diess findet jedoch 
nicht statt; denn aus der Combination von i = mit f =a Q, 
um X fortzuschaffen, erhalten wir 

(1) Äi—Ba = 0. Ebenso führt die Combia. von 
1 a» und C » zu der Gleichung 

(2) ic — (7a = 0. 

Combinirt man nun £ =?: mit (7 = 0, so wird die daraus 

hervorgehende Gleichung (3) Bc — Cb = 0. Diese Gleichung ist 

aber keine unabhängige, sondern folgt aus (1) uud (2); denn mult. 

man (1) mit c und (2) mit b und subtrahirt dann beide, 90 fol^: 

Abc—Bac = 

Ach — Cab =r Q 

Bac — Cab =» 0, oder div. dur<^b a: 

Bc —Cb = 0, 
welches dieselbe Gleichung ist wie (3). Dasselbe lasst si^h von 
jeder andern Combination der Gleichungen d4u*thun. *) 

*y WiF woMeft diess dorch ein Betspiel erf&ntern. Es sei gegeben : 

1) s.-nfiy4> Bt^ 10« =a 21 

2) 2ar+7y— «— u = 683 

3) 3«+ y+ 5x+ 2u == 195. 
Aus (1) nnd (Sk) sclttlle nun 9 veg, so erllAh ai#n : 

4) 25 y — 7 » + 9 u = 641. Eiienio foigl aas (3) nnd (1) 
6) »y- 41+1411=; lU 

JHo^ CQ(9b, 11^90 (9) und (3), SQ falgt 

6) 19y— 13«— 7t* = 1659. Kerner (4J mit (^ ci»aii». fiebt 

7) — 96z— 268tt = 14648 nnd endlich giebt 4 mit 6 cmh* 
8} --192X— 536« = 29296. Diese Gleichnng ist aber 

keine ui^fbb&n^igei d(^Qn malt, man (7) mit 2, so enttleJit diM« 8^«. 
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Gesetzt nun, man habe m Gleichungen mit m+n Unbekann* 
ten. Combinirt man die erste dieser Gleichungen mit der 2*^, 3^^ 
und jeder folgenden, und eliminirt bei jeder Combination dieselbe 
Unbekannte, so erUlt man m — 1 Gleichungen mit einer Un- 
bekannten weniger als jene m gegebenen Gleichungen. Com* 
binirt man ebenso die erste dieser m — 1 Gleichungen successiv 
mit jeder anderen, um dadurch eine 2^ Unbekannle zu eliminiren, 
so gehmgi man offenbar zu m — 2 Gleichungen. Setzt mau dieses 
Verfahren so fort, so gelangt man zuletzt zu Einer Gletchung 
mit eider gewissen Anzahl unbekannter Grössen, deren Fortschritt 
zu folgender abnehmenden Reihe führt: 

m Gleichungen mit m + n Unbekannten 

m — 1 - - m + n — 1 

«—2 - - m+n— 2 

m— 8 - - m+n— 3 



m---(m— 1)- - m + n — (m— 1- d.i.. 

1 - - n+1 

$. 133. WiD man eine allgemeine Regel aufstellen, nach 
welcher bei der Auflösung unbestimmter Aufgaben zu verfahren ist, 
so Hesse sich eine solche etwa folgendermassen aussprechen: 

„Man entwickele aus den Datis die mögliche Anzahl von Be- 
dingungsgleichungen , eliminire darauf aus diesen so viele Unbe- 
kannte, als es angeht, um dadurch auf eine Gleichung mit der 
geringsten Anzahl von Unbekannten zu kommen. Aus dieser leta^ 
ten Gleichung suche man den Werth einer Unbekannten, indem 
man einstweilen die übrigen auf die andere Seite der Gleichung 
schafft alle Glieder durch Division mit dem Coefßcienteit der ge- 
SttchteYi Grösse rerkleinert: und dabei steBvertretende Hülfsgrösscn 
ebrfÖhrt. Endfieh drücke man zttrücksubstitmrend die Übrigen Un- 
bekannten durch diese Hülfsgrössen aus mid nehme m den so ge-^ 
ümdenen Formeln unter den gehörigen Einschränkungen beUebige 
Werthe für jene an." 



Aach liegt schon darin eio Widerspruch, dass, wenn zoletzi 2 UDshhlDgigt 
Gleicbnngeo erscheinen liönnten mit 2 Unbekannten, die unliestimmle Aufgabt 
sich dann in eine bestimmte verwandelte, welches unroöglich ist. 
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\. Capitel 
I Aniösnng der nnbestimmten Gleichung 

axlf by = e 

vermittelst der Kettenbrftclie. 

$. 134. Dem berühmten französischen Mathematiker Lagrange 
verdanken wir eine elegante Auflösung der Gleichung ux'+by^=^e 
durch Anwendung der Kettenbrüche. 

Das ganze Verfahren lässt sich auf drei Hauptpunkte bringen, 
indem man von der Form ax — by =: l zu der allgemeineren 
ax — 6y = c und dann zu der coordinirten aa? + 6y = c über- 
geht. Dabei wird nun aus der Theorie der Ketteubrüche die wich- 
tige Relation vorausgesetzt, dass nämlich, wenn -^der demUr- 

bruche -r unmittelbar vorhergehende Näherungsbruch (convergiren- 

der oder Partial- Bruch) ist, allemal die Gleichung besteht: 
aq — bp ^±_ 1. 
$. 135. Es sei die unbestimmte Gleichung 
ax — by = 1 
aufzulösen, wo a, b, x, y ganze Zahlen sind und a prim zu b. 

Man verwandle sofort — in einen Kettenbruch (dessen Gbeder 

immer den Zähler 1 haben und positive ganze Zahlen als Nenner). 

Ist dann ~ der letzte Näherungsbruch und man findet 

aq — bp = -h 1 
so ist sogleich x r= q 

und y = p und hat man damit eine Auf- 
lösung gefunden. Bezeichnet nun t jede ganze Zahl, so erhält 
man die allgemeinen Werthe für die beiden Unbekannten : 
X =sr q + bt 
y SS p + at. 
Findet man dagegen 

aq — 6p = — 1 , so hat man 

a? = — q 

y = — p; daher die allgemeinen Werthe: 
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X =5 — q + ht und 
y =— p + ar. 
$. 136. Ebenso einfach ist auch die Auflösung der Gleichung 
ax — iy = e (bei welcher dieselbe Vorausse- 
tzung wie yorfain gilt). Es sei wieder — der letzte Näherungs- 

werth für -r-, wodurch man erhalt: 

«{— (p =s + 1. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit c, so folgt: 

a.cq — 6.cip=+ c. 
Nimmt man also o? = c{ und y = cp , so sind die entsprechen^ 
jden allgemeinen Werthe: 

x^cq + bt 
y^ep + at, 
welche der Gleichung G^üge leisten. 

Diese Formehi gelten, «o lange c positi? ist, oder wenn 
a.cq — h ,ep = + c. Wenn dagegen 
a.cq — b . cp SS — c 
so hat man x = — cq + bt 
y :=z—eq + at. 
Es sind demnach för die Gleichung 

ax — by s= +c 
die allgemeinen Werthe 

is == + cq + bt 
y =1 ±cp+at. 
$. 137. Soll endUch die Gleichung 
ax+by = c 
aufgelöst werden, so herrscht hier eigentlich kein anderer Unter- 
schied, als dass man für +y nur — y setzt, um dieser Gleichung 
die vorige Form zu geben. Es ist nämlich: 

ax + by ^ ax — 6( — y) -= c, und die übrige Rech- 
nung bleibt sich ganz gleich; man kömite auch eine Hülfsgrösse 
y SS — X substituiren, wodurch sich die gegebene Gleichung in 
as — bx = c verwandelt, allein dieses ist überflüssig. 

Um das ganze Verfahren auf einen allgemeinen Fall zu re- 
duciren, bringe man die gegebene Gleichung auf die Form 

as — by =s c, so ist 
bx)— 



y c 

•^ = — . Nun giebt: 
X bx ^ 



— 102 — 

daher a{±eq)—bi±€p) = c. "^^ 
Es Ui demnaeb jr =>:: + e^; y =k ± q» eioe Auflöeuog und 49ir 
her allgemein : o? = + cj +" 6^ 

ff = ± «P + «»*• 
$. 138. Wir wollen jetzt einige Beispiel« zur Erläuterung 
vornehmen. 

Nr. I. Welche Zahlen gehen durch 26 getheilt auf und 
geben durch 19 getheilt 1 zum Reste? 
Offenbar erhält man hier sogleich 

26a?— 19y «= 1, 
Verwandelt man ff in einen Kett«ihnidi, so erhält man die 
Quotienten 1, 2, 1, 2, 2, und die Näher angtweithe, nach dem 
bequemen Mechauismus berechnet, sind: 

2 12 2 



I 1 |2[3 I 8 



26 



19 



von denen also ^ der letzte ist, =« ^. Nun ist 

26.8—19.11 = —1, folghch 
0? = — 8 oder = — 8 + 1» = 11 
y = —11 „ = —11+26 = 15. 
Daher ist die gesuchte Zahl 26jp = 286 

oder 19y + l = 286, welche von allen ftbrigen 
die kleinste ist. 

Nr. 2. Umgekehrt, welche Zahlen gehen mit 19 auf, geben 
aber mit 26 dividirt den Rest 1? 
Hier ist die Gleichung: 

19*— 26y - 1. 
Der Bruch i| giebt die Quotienten 1, 2, I, 2, 2. Die Näherungs- 
werthe sind daher 

o| 1Y2T3T8T1» 

1 I 1 [ 3 I 4 I 11 1 26 
also ist £- = ^, folglich hat man: 



— 109 — 

Id. II— 26.8 sr +1 
wonach Jr =5 11 und y = 8. 
Es ist also die kleteste gesuchte Zahl» 19a? oder 269 + 1 :=!| 

Nr. 3. Welche Zahlen sind durch 10 theilbar und geben 
durch 37 getheilt den Rest It 

Hier hat man lOo; — 37jf == 1. 
Nun ist ^ :«t ^^ 2^ j Die NttemflgtfbrQthe OAA 

1+1 + i 

daher: 

1 2 

I 1 Ti T 3 

1 I 3 I 4 I 11 - 

Weü nun 10.11—37.3 = —1, so wird 1 * "^ ~" 

( y BS — 3 

X = —11 + 37 = 26 



^^^^ 'y = - 3 + 10= 7 ü. S.W 

Anmerkung. Sobald man bei dem letzten NShenmgs- 

bruche — und dem gegebenen -r findet, dass 

a . { — bp ^*i +1 ist, kann man sogleich x ^ q und 
y =3 j> nehmen; ist dagegen 

a.q — 6 .p sss — 1 und ^rill man gern gleich positive 
Werthe für o?, jf haben, so vermehre man die Glieder des Ketten- 
bruches -^ um 1^, indem man dem vorhergehenden Theifaienner 1 



abnimmt. Man setze daher 

1 • 1 

für -^-r 1 , den gleichen Brach -^-^ 1 , 

^+ r+— 1 '*^T+- 1 

^ 2 4- ~ 2 + -- 1 


indem man dem letzten Nenner 3 


eine Einheit abzieht und 


stau 


j schreibt: ^Zl JL 


. Dann sind die Nftherungsbrüche 




[12 2 

Ol l7lT3"^7 
1 3 1 4 11 1 26 


, also ist ^ 
i 


=: ,V* "^^ hat nun JP « 26 
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und jf SS 7, und kann darauf so yiele andere Werthe finden, als 
man will Hierbei ist der Umstand massgebend, dass in der 
Reibe der Näherungsbruche die Differenz der redproken Producte 
allemal + 1 wird , wenn die Anzahl der Glieder des Kettenbrucbes 
ungerade ist; dagegen — I , wenn diese. AnzabI gerade ist. 

Gerade darin bestebt der Vorzug der Kettenbrücbe bei sol- 
chen unbestimmten Gleichungen, dass man schneller für x und y 
eine Auflösung erhalt, als nach dem algebraisdi^i Verfdiren. 

Nr. 4. Es sei die Gleichung aubulösen: 
I7jr — 19y = 3. 

Da II = -r-T 2, 1 1 *<> "*"^d d*ö Näherungswerthe 






8 


1 


1 1 9 



Da nun 17 . 9 — 19 . 8 = + 1 1 so erhalt man 
17(27) — 19(24)= 3, folglich 
j? = 27 und y = 24; allgemein 27 + 19^ = x und 24 + 171 = y. 

Nr. 5. Es sei gegeben: 13a; + 17y= 100; man setze: 
13* — 17(— y) = 100. 

Nun ist 1^ = -T-T- J[_ , und die Näherungsbrüche sind: 
3+4 

3 

I iTb 

1 I 1 I 4 

Daher is t 13 : 4 —17.8 = 1, fo lgiidi 

13 (400) + 17 (—300 = 100 
mithin s. = +400 und y = —300. 

In diesem Beispiele ist eine Auflösung in ganzen positiren. 
Zahlen unmöglich. 

Nr. 6. Gegeben: 19 x + 7y = 117. 
Es ist V^ = 2 + ^ 



' ^ 2 

Die Näherungsbrficfae sind: 
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1 2 2 




2|3|8|19 _. p , . a „ 



folgUdi af — tp SS 1, d. i. 

"■' -'■' = '(1.7 

19(3 . 117)— 8(7 . 117) = 117, d. i. 
19(351) —7(986) =117, oder 
19(351) +7 (—936) = 117. 
Also jr = 351 und y = —936, womit eine Auflösung zuvörderst 
geschehen ist. 

Nr. 7. Gegeben: 17a?— 49y = — 8, 
il iii einen Kettenbnich verwandelt, giebt die NIherungs- 
bräche : 

1 7 

I 1 Ti T 8 

1 I 2 I 3 I 23 
Nun ist 17(23) —19(8) = — 1 

folgUch 17(184)— 19(64) = — 8. 

Mithm ist jt ■« 184 und y = 64, und die allgemeinen 
Werthe sind : x = 184 + 49 1 
y = 64+17r. 
Um die kleinsten positiven Werthe zu erhalten, braucht man nur 
t = — 3 zu nehmen. 

Nr. 8. G^egeben: 9fl;-|- 13y «= 2000. 
Die Näherungsbrüche für 1^ sind: 

2 

I 1 T2 



1 I 1 I 3 
Nun ist 9(3) —13(2) = 1 



(2000 



daher 9 (6«00) — 13(4000) = 2000. 

Oder 9(6000) + 13 (—4000) = 2000. Daraus folgt: 

X « 8000—13^ und 

y = —4000+ 9 t. Für t = 445 erhält man die 
kleinsten Werthe, nämlich 

X = 215 und y as 5. 

Es ist einerlei, welchen von den beiden Brüchen -r öder — 

6 a 
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man in einen Kettenbruch verwandelt, indem der eine das Umge- 
kehrte des andern ist (d. b. h ist der redproke Werth von ~). 

Die weitere Auflösung der Gleichung wird dadurch nicht wesentlich 
abgeändert. Denn es sei 

ax — 8y =s +c. 
Man setze vor der Hand 

ax — by = +1. Dividirt man die Glei- 
chung durch oy» so entsteht: 

jp __ 6 ^ ±_e 

y a ^ ay' 

Wird null der BtmA — in eumn Kettenbnldi verwandelt und da- 
ä 

von der letzte Näherungsbruch, der jetzt — sein muss (da der- 
selbe bei -r- durch ^ ausgedrückt wird), so ist 
b q 

a .p — b .q =s + 1, folglich, mit e multr 

wo dann i; =s ep und y ^=^ cq gesetzt werden kaniu Diiese Auflö- 
sung harmonirt ganz mit der obigen ($. 136), indem, das 

dortige y hier durch (' ausgedrückt ist, also das 

obige cq hier cp sein muss. 

Es sei z.B. 25a:— 14^ = —*. 

Da nun it = r— 1 

i vi vi ^ 

^nW^^ Der letzte Partidbruch ist also I, 

folglich hat man 

5.25— U. 9 = — 1 ., 

daher 25(15) —14(27) = —8. 
Es ist demnach x = 15 rad y » 27. 
WSce dagegen die Gleichung 

25jr— Mjr =* +8 
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gegeben , so stelle man den Kettenbruch durch .Zusatz eines Gliedes 
so dar: 

wo dann der k^zte Paiüalbnich ^\ entsteht und ako25.9 — 14.16 
«=:= +1 ist« daher 

25(27) — 14(48) = 3. 
Hier ist nun a; = 27 und jf 3= 48. u. s. w. 

S. 140. Wir haben aus dem Bisherigen gesehen, dass die 
Aufiöausg unbestimmter Gleichungen des ersten Grades lediglich 
von dei: Auflösung der Gleichung 

ase'+bg = c 
abhänge. Es ist daher nicht unwichtig , die Anzahl der Auflösungen 
im Voraus angeben zu können. Die bereits im 1. Gap. angegebene 
Bestimmung dieser Anzahl bei der Gleichung as+by ss c, lässt 
sieh TcnnittQl&l der Eigenschaften dar Kettenbrüch« auch aaf fol- 
gende Weise a priori feststellen. Zu diesem Ende möge die Auf- 
lösung der Gleichung ojr-f 6y =s e noch einmal recapitulirt werden. 

Gebe -r* in eintn Ketteiri>nich yerwandelt -^ zum letzten 
6 . . « 

Näherungswerthe, so ist 

a.q ~4.p = +1 

, ^ — --^ — ( +^ c 

folglich a(±c}) — 6(+cp) = +c. 
Oder a (+ c«) + * ( + cp) «" + c; daher ist 
X = +cg und y 3= — qai; oder 
jT « — oq und y ä + cy. 

Die allgemeinen Werthe sind mithin: 

1) jT =5 cq — ht und y = — cp + o^ 

2) X s — cq + bt und y = cp — ai. 

Um die positiven Werthe von s und y zu erhalten, müssen 
daher für den ersten FaU die Differenzen eq — bt und at — pc po- 
sitiv sein; es niss also bi<eq und ai>pc, folglich 



Wenn dagegen im 2^ Falle 



^<^ und t>^ sein. 
a 
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jr = — qc + hi und y a* pe — at^ wo ebenfalls die Diffe- 
renzen bt — qc und pc — at positiv sein müssen, so ist wiederum 
bt^qc und at^cp, 

QC Cp 

also f > T*, so wie f < — . 
a 

Man erhält demnach in beiden Fällen für x und g nur so lange 

positive giBoizzahlige Werthe, als t innerhalb der Grenzen y und ^ 

liegt , so dass die Anzahl der Auflösungen allgemein durch die Formel 

cq cp 

T a 
ausgedruckt wird. 

Sollte -^ — ^ = sein , so fallen beide Grenzen zusammen 
b a 

und es giebt alsdann keine Auflösung; ebensowenig wird dieses 

stattfinden, wenn sie sich widersprechen. 

Z. B. 1) Wie viele Auflösungen gestattet die Gleichung 

5a? + 12y ■* 864? 

Da hier aus /y der Näherungsbruch ~ = | hervorgeht, so 

i8t^-«^-?«*^ = 360-345 = 15.' 

2) Wie viele Auflösungen gestattet die Gleichung 

iaa?+17y = 100? 

Aus {f findet man ~ = |. Es ist also 

100_^_100'3_ 

^7 r3"" -23-23- 0. 

Demnach ist die Auflösung unmöglich. 

3) Wie viele Auflösungen gewährt die Gleichung 

7* + lly «= 100? 
Der Bruch ^^ giebt die IVäherungswerthe : 
1 1 3 
I 1 



J 



2 I 3 I 11 



P _ 



wo also - = I sein würde. Da aber dieser Bru<^ von ungerader 
Zahl ist , so hat man em Glied mehr zu nehmen und erhält daher : 

^ = 4- 
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Nun -ist ? « M^ = 72 

U 11 



. cp 100.5 
und ^ = — — = 71. Es ist demnach 72 — 7J, 

d. i. nur eine Auflösung möglieh. 

$.141. Die Auflösung' em<*r rtleichimg mit drei Unheknnn- 

ten Ifisst sich eberifaHs Yrrmitlt*lst der KettenbrücJie JiR^verkstelligen 
und hangt diese ledigJidi von der Äuflosiiiig der GleiL^hmig ax--hy ^ c 
ab, oder vielmehr von der (irundfurm a.q — h.p ^ 'X \ 

Deno CS %m aa;+% + csr ^ rf die vorgelegte CJelduing. so 
transpütiire man das 3le GUed auf di<^ andere Seite, wodurch nun 
aa7+ % »e d~t% entstellt. *) 

GJeht nun - in einen Ketteidirncli verwandelt mm vorletz- 
ten Näheniiigswerthe -^, so hat man wieder 

Die allgemeinen Anllösung&formehi shid also dem Ohigen zufolge : 
a?= q{d — ca) — &( 
und jf = p(rf— es) — af, wobei im Grnode die 
Subslilution von d^cz für das ohige c den einzigen Unterschied 
ÄWis^chen diesem und dem vorigen FaUe ausmacht. Die Grenzen, 
welche man hier zu herücksichligen hat, sind offenbar lolgende- ' 
1) CÄ<rf, 2) hi<^qid — c%) und S) üt>'p{d~tz). 
S* 142. Wir wollen das eben Gesagte durch einige beson- 
dere Beispiele erläutern. 

1 ) Es sei die Gleichung 5 x + 7 y + 1 1 ^ = 224 autisidu^en. 
Man setze 

5x+7u = 224 — 11ä,*j 
Nun ist l^y^l^ 1^ ^^^raus sich der vorletzte Näherungs^ 

werth - = I ergictt. Daher (weiJ iliestr von gerader Zahl) hat man : 

a.{ — 6.p= +1, a.i, 
6.3 — 7.2= 1. 

*) Dem Anfänger ist «$ gemein iglltb bequemer, die Form ix~h«:;=d~t' 
hennslelUn, ,. welch.™ Bade mir ein« Torliiifige SobMiiulion. «i«» « = _ü 

ul. Dm y m trliilWfl, 
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Mult. man auf beiden Seiten mit 224 — II s, so 

5.3(224 — 11«) + 7. — 2(224 — 11») «224— 11«. 
Daraus folgt: a?= 8(224— 11«)— 71« —33»— 7^ + 672 
und y=:— 2(224— 11«) + 5r= +22«+5r— 448. 
Diese Fonneln sind jedoch oft unbequemer als diejenigen , welche 
durch die algebr. Auflösung hervorgehen (nimlich 0?:= 3i~41t; 
f = 32+1 — 5Ä; % — bB—2A). 

Es ergeben sich nun u. a. folgende Werthe für « ss 1, 2, 3 . .. . 
a?= 2, 4, 6, 8 . . . . 

y = 29, 26, 23, 20 

«ssA, ^, 3, 4 .«.• 
2) Es sei gegegen 5a? + 8y + 7« = 50. Dann ist 
5x + 8y = 50 — 7«. 

Der Bruch | giebt den Näherungswerth — = }. Nun ist 5.3 — 

i 
8 . 2 = — 1 , also mit —(50 — 7«) mult. 

5. — 3(50— 7»)+8.2(60— 7«) = 50 — 7». 
Es ist also jr = — 3(50— 7«) + 8^= 21« + 8r— 150, 

y= 2(50— 7«)— 5r =— 14«— 5f + 100, wo man 
für s und t beliebige ganze Zahlen annebn)en kann. Setzt inan 
1 =Ä 1 , so wird, da 21 x + 8r > 150 sein muss, 

sowie 14jr + 5r<100, 8r>12» md 6t<m 
d. i. r > 1«! und r < 17| zu nehmen sein. Für r = 17 und j» = 1 
findet man jr = 7 und y =? 1. Für z = 2 findet man t < li^ und 
>13}, so dass för tmsH derWertb von x^ 4 und y = 2 sich 
ergiebt. Ferner sei i = 3, so wird 

X = 8^—87 also 8f > 87 und / > 16^ 
y==58— 5r „ 5r<58 und r<llf Man setze 
daher r = 11 ; dann erhält man x=l und y = 3 u. s. w. 

$. 143. So sinnreich auch die Anwendung der Ketteidiradie 
zur Lösung der unbestimmten Gleichungen tom ersten Grade ist, 
so kann man doch nicht läugnen, dass sie etwas complidrt er- 
scheint Dem Anfänger wird es erst durdi Eintbnng rieler Bet* 
spiele gelingen die gehörige Festigkeit zu erlangen, indem so oft 
auf das + und — , sowie auf Geradesein des yörletzten Näherungs- 
werthes Rücksicht genommen werden muss. 

Es möge nun noch gezeigt werden, wie man zu verfahren 
habe, wenn eigentlich kein Näherungsbruch staltfindet, oder viel- 
mehr der ursprüngliche Bruch nicht gleich in die Form eines Ket- 



— 111 — 

tenbnichoi za bringeB ist, ki wefehem Falle eins oder mehrere 
Ciieder durch 6 zu interpreliren sind. 

Es Bei die aufzulösende Gleichung 
5j;— y» 7. 

Man verwandle den Bruch H in einen Kettenbnieh auf fol* 

gende Art: ~ ~ *"^ n j. ^ • ^*® Näherungswerthe sind 

1 
sodann: "ä- U" q i- '» ^ vorktzte also = 1, daher p»! 
und } = 0. Folglich ist ü.q—hpss'+i hier 
5.0-1. 1=-1 . 7 
6.0— 1. (-7)= 7^ 
und demnach x= + t 
y==— 7 + 5r. 
Für la: ft, 1, 2, 3 ... . 
ist «8s 0, 1, 2, S . . . . 
y = — 7, -2, 8, 8 



VL Capitel. 
Von den Progressional- »dor Syatembrflch«n. 

S. 144. Nimmt man von einer geometrischen Progression, 
deren AnfangsgUed = 1 und deren Exponent eine beliebige ganze 
Sahl a ist, also von der Reihe: 

1, a, a*, «*, o» . . . 

irgend ein Glied a" zum Nenner eines Bruches, dessen Zähler =z 

ist, so heisst ein solcher, wie --2, ein Progressionalbruch 

tr 

von der Grundzahl oder Basis a. 

Da nun die Ordnungs- oder Rangzahlen eines jeden Zahlen- 
systems nach einer geometriscbeii Progression fortacbreHen» welche 
mit 1 anbebt und deren Exponent = der Basis des ZabknsysleiBa 
ist, so wird jeder Progressionalbruch mit gleichem Rechte „Sy- 
stembruch** genannt. 

'%. 145. Unsere Decimal-» Duodecimal* und S^ugesimal-. 
brüche sind nur besondere Arten von Systembruchen , indem be 
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ersteren die Reihe 1, 10, 100, 1000, 10000, etc. 

oder 1, 10*, 10», 10», . 10^ etc., beiden 
zweiten die Reihe ], 12, 144, 172S, 20736, etc. 

oder I, 12», 12*, 12« 12*, etc. und bei 

letzteren die Reihe 1, 00, 3600, 216000, 12060000, etc. 

oder 1, 60 S 60*> 60^ 60*, etc. 

zum Grunde hegt. 

§. 146. Aus der Potenzenlehre ist bekannt, dass jede Po- 
tenz mit negativem Exponenten einem Bruche gleichwertig sei, 
welcher zum Zähler die 1 und zum Nenner dieselbe Potenz mit 

positivem Exponenten hat, oder dass ir~*" = — ist. 

Demgemäss können wir jeden Systembruch von der Basis a 
durch % . a""*" 

bezeichnen, so wie dieses auch bei den Decimalbrüchen übhch ist. 

Jeder Decimalbruch ist unter der Form % . 10~^; jeder Duo- 
decimalbruch unter der Form z . 12~^ enthalten. 

Sehr einfach ist zwar die Bezeichnung von Hellwig*), nach 
welcher z,ar^ durch ^x dargestellt und wobei der Exponent m 
die Kennziffer genannt wird; allein da hierbei die Basis nicht an- 
gegeben ist, so würde man bei der Vergleichung zweier System- 
bräche von verschiedener Basis hiermit nicht viel gewinnen. 

So ist z. B. ^0*0 ^^^^ ®'25 = 25 . lO"» 

3,141592 = 3141592 . 10-^ 
,1^ = 157 . 12-» u. s. w. 
§. 147. Es ist leicht, zwei Systembrüche von ungleichen 
Nennern gleichnamig zu machen. Es seien p . ar* und { . ar^ die 
beiden gegebenen Brüche, so ist 

Hier sind die Exponenten der Nenner, nämlich n und r die eigent- 
liehen Stellenzablen, so dass es nur der Ergänzung der nie- 



*) Aofangsgrönd^ der allgem. Bl»lbem. und der Aritbmelik von Hellwig. 
BmuDschweig 1777* 



drigen zur hftheren bedarf. Z. B. 5S . 10*^ und 7416 . 10** er- 
halten die Form: 0,5S000 und 0,07416. 

25 12* 12^< 
Femer 25 . 12-» und 9.12-^= jj^; und 9 . 12"« u. s. w. 

$. 148. Eben so wenig Schwierigkeit hat die Addition und 
Subtraction zweier Systembrüche von einerlei Basis. Es ist z.B. 
ptr*+qar^ e=r (paT+qa^) . ar^*^\ weil 

Die daraus fliessende Regel wird Jeder selbst angeben können. 

Haben die zu addir^den Systembrüche schon gleidie Nenner 
oder gleiche Kennziflem, so hat man nur die ZUiIer zu addiren und 
ganz fifanlieh TerOhrt man bei deren Subtraction. ^ So ist z. B. 

pur"* + ja*"* == (p + f)a~« und 

par^ — ja-* =» (p — f)«"^- 
§* 149. Sollen zwei Systembrüche mit einander nndtiplicirt 
werden, so mnltiphdre man defen Zähler und addu*e die Kenazif- 
fem, deren Summe alsdann zur Kennziffer des Products genonmien 
wird. Es ist nämlich par^Xf(r~^^pqa-'^^^\ weil 

par*=^^ und fla""'' = l, also 
pa-Xja-:- Jj X 1 = ||^ = p«a-<-»-). 

So ist z. B. 0,256x0,27« ?^^^= ?^= 6912 . 10"« 

S. 150. Ist ein Systembmch durch einen anderen zu dividi- 
ren, so kann der Quotient auf zwei yerschiedenen Wegen erhalten 
werden. Man yeriahrt ganz nach der Formel: 

par* : qar^ ä ^oT^, wobei die 3 Fälle, dass 

entweder — ^r>», oder — r<fi, oder — r=:m ist, unterschie- 
den, werden. 

Oder man macht den Divisor qa""^ zur ganzen Zahl durch 
Hultiplication mit a**, so yerwandelt sich der Divisor in q. Um 
ebensoviehnal mache man den Dividendus par^ durch Mult. mit 
derseO>en Grösse, a** grösser, dann bleibt sich iw Quotient gleich 

und man hat: par^ : qar^ = po"***^ : g = — a~*+^ 

Ein Paar Beispiele zur Erläutemng. 
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1) Es $oiI 04 durch 0,128 divijdirt werden« 

d. i. 4. 10-t : 188 . 10^ :?8tI¥- lO*- 10"* 
Oder » tI» • 1«* =5 8125 . lO^» = 3,125. 
B) Es sei 0,00004 dorcfa 0,128 zu di?idiren, 

d. l 4 . 10-* : 128 . 10-* « tH • !•"' = 0,0003ia5. 
8) Es sei 4 durch 8,125 zu dividiren, 
d.i. 4. lO«: 3126. 10-»=tAt1** = 128.10-»= 1,2a 

J. 15L Antgmhe. Einen gemeinen Bruch -5- in einoi Sy- 

stembroch von gegebener Basis a zu verwandehi. 

AmilMm^mg. Man mulüplicire dea Uhkr des gegebenen 
Bruches 1 mit der Basis a, dividire das Product durch den Bfe»* 
ner B \mi meri&e den Quotienten und Rest r. Diesen Bwdtiplkiii> 
man wieder mit der Basis und dividire wie vorhin mit B; die er- 
haltenen Quotienten geben die beiden ersten Stellenzahlen des ge- 
Buchten Bruches vom Hange ar^ und a***'. Ist dAei der Dividend 
< ü, so tritt Null an die Stelle des Quotienten. Auf diese Wdse 
figtee man fort» bis die Division aufgeht, oder als es die Genanig* 
keit erfordert. Man erbalte b« dieser Operation: 

A a dividirt durch B zum Quot. q und zum Reste r 
ra - - B ' -?i-- -^ 

ritt - - B - - Ji« - - . - »^11 
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■eweU» Da 

ia = Bj+r, so ist j=i+i^(l>. Da 

ra 9B B^+n, so ist -g* a 9i e+ -|* 

**** 5B ='S"^ä- KesonWcrtbvo»^in(l) 
gesetzt, giebt-' i= i- + ^, + i^ (2). Da femer: 



na = Bqu+ru, »o ist ^=: j« + ^, oder (mit «* 

divid.) -iä=>H + -%• Setzt man diesen Werüi för -^ 
in (2), so bekomnt man: 



i. — 1 4. '».+&! + 5". (%\ 



Wiederum ist fu« = B^tt+nn » also -^ «= g,|, +^, «der 
(nut a* divid.) ^- ^* + ^. Dies in (3) gesetat, giebt: 

•fiddiar £e Ricfatigkeit der obigen ReSie ergid>t. 

f. 152. Wir wollen die vorige Aufgabe sogleich durch einige 
Beispiele erUintem. 

1) Es sei der Bruch {^ in emen Systembmch von der Ba- 
sis 1(> 211 verwandeln. Dann erhält man iJLo = 6 und den Rest 
14. Dieser Quotient ist vom Range 10"* oder = jf^. Femer 
ist j~ =3 8 mit dem Reste 12 , wobei der Quot. 8 vom Range 
10"», also = fi^ ist. Dann giebt m den Quot. 7 nebst dem 

7 
Reste 8, wodurch -j^ oder j^\^ erhalten ist. Endlich giebt ^ 

den Quot. 5 ohne Rest. Es ist dso 

16* lÖ + lO* + io» + IP'^*'*®^^- 

2) Es sei f in einen Systembruch von der Basis a =: 5 zu 
verwandehi. Man hat alsdann folgende Divisionen: 

7|15|2 7|5|» 71261^8 7I20|2 7|S0f4 7|10|1 
1* J^ fl li 28 7 u.s.f. 

1 ; 6 4 6 2 "3 

q . A iV «I A M I 

wodurch _ = _ + jy + _ + ^+g,+ _, + etc. 

welches man audt abgekürzt scbroben könnte: 

0,203241 . . (bas. V). Das Verfahren brauchte 
hier nicht weiter fortgesetzt zu werden, da sich die PeriodicitSt 
des Bruches f herausstellt. 

8* 
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3) Es sei ^g in einen Systembrucb von der Basis o = 3 
zu Terwaudeln. Man erhält dann : 10 1 12 1 1 lÖ 1 6 1 Ö 10 1 18 1 1 

i£ AI?. 

2 6 8 

10|24|2 10|12|1 10|6|0 10 1 18 11 etc. und es ist 

20 12 £. i® 

.4268 

^^^ = l + * + 2V + Ä + ^^b + etc. = 0,10121 . . . (bas. ffl). 

4) Man soll den Bruch f J in einen Duodecimalbruch yer- 
wandehi. Da hier die Basis a = 12 ist , so erhält man : 

i3_J7^_9_J7__2_V 

20 ~ 12 "•" 12« ■•" 12» "^ 12* "^ 12« ■*■ *"• 

Da hierbei Quotienten wie 10 und 11 Torkonunen, so sind 
besondere Ziffern zu wählen, indem die ZiMer der Systembrflche 
nur mit einer Ziffer geschrieben werden; auch kann man sich der 
Klammem bedienen. Einige Schriftsteller schreiben: A für 10 und 
V iur 11 in der Dodecadik. 

$. 153. Bei der Anwendung der Systembrüche in der unbesL 
Analytik ist es bequemer, die Verwandlung gemeiner Brüche in 
folgender Form darzustellen: 

(14) Bas. X. (I) Bas. V. 

11.10 = 16.6+14 3.5 = 7.24-1 
14.10 = 16.8+12 1.5 = 7.0+5 
12.10 = 16.7+ 8 5.5 = 7.3+4 
8.10 = 16.5+ 4.5 = 7.2+6 
^-"^^^^ 6.5 = 7.4+2 

2.5 = 7.1+3 
etc. 
(xV) Bas. in. (tt) Bas. XU. 

. 4^3 = 10.1+2 13.12 = 20.7+16 
2.3 = 10.0+6 16.12 = 10.9+12 
,6.3 = 10.1+8 12.ia=20.7+4 
8.3 = 10.2+4 4.12 = 20.2+8' 
etc. 8.12 = 20.4+16 

etc. 
Ist der zu {verwandelnde Bruch imächt, so bleibt das Ver- 
feliren ungeändert, nur dass man zuvor die Ganzen absondert. 
So ist z. B. 
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■1 = 2 + -i + -p- + -i + -^ + etc. für die Basis V. 

Oder: 
' (Xt) Bas. X. (-I-) Bas. V. (M) Bas. HI. 

16 = 11.1+5 7 = 3.2+1 10 = 4.2+2 

5.10 = 11.4+6 1.5 = 3.1+2 2.8 = 4.1+2 

6.10 = 11.5+5 2.5 = 3.3+1 2.3 = 4.1+2 

5.10 = 11.4+6 1.5 = 3.1+2 etc. 

6.10 = 11.5+5 2.5 = 3.3+1 

etc. etc. 

S. 154. Auffalle« Einen Systembruch -^ in einen andern 

derselben Basis von gegebener Rangzabl r zu verwandeln. 

AnflteiinK, Der Zähkr des gesuchten Bruches sei ss jr, 

so hat man die Gleichung: — = — , woraus man erhält: 

« p 127 . ., ,,, 127.10» 12,7 
Z. B. ^3 wie viel ^^T Antw. — jq,— = ^o« 

, . , 127 12,7 

oderesist j^ = ^j^. 

$. 155. Aufgabe. Einen Systembruch von der Basis a in 
einen anderen von gegebener Basis 6 zu verwandeln. 

AjttMBBUKkg. Es sei der gegebene Bruch ^-^, so soll sein: 

i?-=T + ^ + r3 + 6i + "^- 

Die Zähler dieser Brüche werden nun durch successive Divi- 
sionen mit tf^ bestimmt, nachdem zuvor p mit b mult. und der 
jedesmal gebliebene Rest ebenfalls mit b mult. ist. 

Wäre z.B. der Decimalbruch A+rJiF+Tiftrff ^ ^^^^ ^^*^" 
decunalbruch zu verwandebi, so bringe man diese einfachen Brüche 
auf einen Bruch von der höchsten Rangzahl 1000. Dann geschieht 
die Rechnung wie folgt:- ' » • 
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528 526 ■ 12 812 

1000* 1060 "^ '"•'lOOO 
312 312.12 , . 744 

iö55'""Iöör'= * + I«öö 

744 744.12 e . 928 



1000 1000 "^1000 

928 928.12 „ 138 ^ * , 

IM = Töör=^ " + iiiöö "•'•''• ^* ""^ *^^' 

W6^__6 3^ 8^ U^ 

1000 ~ 12 ''■ 12» + 12« "^ 12* "^ ®^" 

7 8 
Solle man ^ci + r^ ^ ^^^^ Decimalbrach terwanddii , . so 

bringe man beide Brüche auf einen tw der RangiaU 12'; dann 

7 12 84 8 

hat man -r^ oder j^ + r^ oder ff^. Die weitere Rechnung 

ergiebt: 

ÄV- m -6 + M; t¥r« m «3 + Ht; 

Es ist daher : ^^ « ^•^- + ^ + ^^ + ^|^ + etc. 

Soll also ein Systembhicb von der Basis a in einen anderen 
von der Basis b verwandelt werden, «o ist nur nöthig, Jenen durch 
einen einfachen Bruch von der höchsten Rangzahl darzustellen und 
dann diesen nach der Angabe in $. 151 weiter su behandeln* 

12S 

Wollte man z. B. den Duodecimalbruch -r^, m einen Sexage- 

simalbruch verwandeln, so erhalt man: 

1728 ~ 60 ^ 60» ■*" 60« "" 60» "" 816000 

$• 156. %wuäm, Nadi dem Vorigea ist es leukt> gege- 
benes Dedmalmass in Duodecimalmass und umgekehrt, zu verwan- 
debi. So ist z.B. 6^2''6''' De., weil b^ beiden Masseintheilungen 
die Ruthe als Emheit gleich ist, =6'3"8"^11"' . . . Ddc. 

Ebenso TS" Ddc. = 6' S" 8'" 8'^^ De- (welches die bei- 
den vorigen Exempel sind). 

Wollte man z.R. 6'4''1'''Dg. in Ddc. verwandehi, ao hat 
man nur n(tbig den Bruch i^^ in einen Duodedmalbmcb su ver« 
wandeln, und man erbalt: 

6'4"1'" De. = 7'8"8'"7'^ . , , Udo. 
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Auf eben die Art kann man Sexagesimal-Mass in Decimai- 
oder Duodeeimal-Mass und umgekehrt verwandeln. 

Eine allgemeine Formel sur Verwandlung ded Dectmahnasste 
in Duodecimalmass und «mgek^t, giebt Lehmus in seiner Geometrie. 

Es Bei a*V*9!** De« in Ddc. zu verwandeln. Dann ist: 
a'V*e** De. == q! +(2a+ i)" +(4a + 56.+ c)'" + etc. Ddc. 
Ebenso ist: 
a* V* c'" Ddc. = 8a" + (8a+6»y" + (3a + 96 + 5c)^ + 

(3a + 46 + 7c)'' + etc. De. 



VII. Gapitel. 
AsfMAing iM nnbostiinmten Gloichnng 

Yormittelst der Pragretsional- ader Systombrflche. 

S. 167. Wk wollen tuertit von der Form 

«lUKgehen und es eei die Gleichung 8jr — 10 y = 4 gegeben, so ist 
3jr:c= lOy + 4. 
Verwandelt man nun den Bruch ^ in einen Systenbmdi 
▼im der Baaii 3, so erbilt man nach Cap. VI. S- LSl^* 
4.3 = 10.1+2 
2,8 « 10.0+6 
«v3 =Ä 10.1+8 
8.3 = 10.2+4 
2.3 =r 10.0+6 etc. 
Vergleicht man die aufieuldsende Gleichung mit diesen Divi- 
sionsgleichungen, so entiprieht derseften offenbar die dritte von 
diesen, nämlich: 3.8» 10.2+4, woraus sich sogleich 

die Werthe ergeben x^6 wd y ic: 2, wemit also eine Auflösung 
hergestellt ist und die übrigen Werthe für o?, y nach 4em im Cap. I. 
§. 22. entwickelten Gesetze leicht weiter gefunden werden können. 
$. 158. Wäre dagegen die folgende Gleichung gegeben: 
10jr = 3y+4, 
so würde man bei der Verwandlung des Bruches \ in eineh Sy- 
«tembmdb ton der Basift 10 folgende Gleichungen erhalten: 
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1.10 = 3.S+1 

1.10 = 3.3+1 etc. MultipUcirt 
diese Gleichung mit 4, so erhält man: 

4.10 » 12.3+4, 
welche Gleichung mit der gegebenen verglichen , sofort jr ss 4 und 
y = 12 giebt. 

Hätte man aber die Gleichung 

3jp=3 4y+10 
aufzulösen, so yerwandle man den Bruch J^ in einen Systembruch 
Ton der Basis 3. Man erhält: 

3.2 = 4.1+2 

3.2 = 4.1+2 

etc. 

MultipUcirt man diese Gleichung mit 5, so erhält man 

3 . 10 :=! 4 . 5+10. Hiermit die gegebene 
9.x as 4 . y +10 Terghchen, so folgt : 
jr SS 10 und y^6. 
Wollte man statt dessen den Bruch -i^ in einen Systembruch 
▼on der Basis 3 Terwandefai , so würde man die Gleichung 

4 . 8 = 10 . 1+ 2 erhalten, deren Sfaches 
20 . 3 sc 10 . 5+10 gid>t; allein der GoefB- 
dent von y ist dann nicht melur 4 und deshalb wäre y nicht in 
ganzen Zahlen bestimmt. 

$. 150. Diese Betrachtungen fahren nun zu der dlgemeinen 
Vorschrift: 

Um die Gleichung ux^^by=ie aubulösen, gebe man ihr die 
Gestalt . ax.=sby+e und verwandle den Bruch 

4- in einen Systembruch von der Basis a nach Gap. VL S- 151-9 



woraus sich die speciellen Divisionsgleichungen ergd>en: 
a.e ssb.q +r 
a.r == 6 . ft +ri 
a.ri »fr.{ii+rii 



a.r«..i=6.g, +c. 
Weil hierbei die Coefficienten von x un<d g^ nämlich, a und h prim 
zu einander sind, so muss nach dem vorigen Capitel auch die letzte 
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Gleiclning Wn^\ = 6^+e erscheinen und s6 bietet sie nothwendig 
auch eine Auflösung der gegebenen Gleichung dar, wobei s c= r,_i 
und y^qn ist. Demnach sind der Yorletzte Rest und die letzte 

Stelle in der Periode des aus -~ erhaltenen Systembruches lür die 

Basis a diejenigen Werthe von s und y» welche der Gleichung Ge«- 
nüge leisten. 

$. 180. Dieses Verfahren ist jedesmal anwendbar, wenn -r- 

ein ächter Bruch, oder e < 6 ist; aber auch der Fall, wo 4 unächt, 

oder c>i, lässt sich, wie wir an dem Beispiele in $.158. sahen, 
dem vorigen unterordnen. 

Zu diesem Ende setze man: 

€ = fi6 4-df, so dass d<b; nimmt man 
alsdann y = yi — n, so geht die Gleichung 
axssbg+e über in folgende: 
«5=6(jfi — n)+nb+d oder: 
ax*= tyi — bn+nb+d d.i 
ax^byi+d. 
Auf diese Gleichung kann nun ganz die vorige Methode angewandt 
werden. 

Nehmen wir das obige Beispiel zur Erläuterung. Es war ge- 
««'>«»• 3a; = 4y+10 (wo c = 10, 6=4 und 

c > * ist). Setzt mau : 10 = 4n + d, so findet man leicht, n = 2 
und i SS 2. Daraus folgt : s=y^—2 und 

3jp = 4y|— 8 + 10=4»,+2. 
Verwandelt man nun den Bruch | in einen Systembruch von 
der Basis 3, so erhält man: 

^ 3.2 = 4.1+2, folgüchai=2 undyi«l. 
Es ist also: y=:yj— 2= — 1; mithin 

»= 2, 6. 10, 14 

» = —1, 2, 5, 8 

Beispiel 2. Gegeben: 8* =: 7y+37. 
Hier ist für 37 = 7.n+d die Grösse fi = 5 und d = 2, 
also y = y|— 5 gesetzt,, verwandelt die Gleichung in: 

8a8 = 7yi+2. 
Der Bruch f ffir die Basis 8^ giebt. 
8.2=^7.2+2,* 
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mithin \Bi x ^ 2 mai y, b= 2,- daher y « 2 — 5 « — S. 
Efi ist also d? «: 2, 9, 16 ... . 
und y =aa — 8, 6, 18 ... . 
Betoplel 3. Gegeben: 28ay— 45y es 53,. oder 
28ä? = 45y + 53. 
Da für 53 «sc iin + d, n ^ 1 und 4 ss 8 ist, so s^tze nüafi 
y SS yi — 1 und man erhält: 28a? = 45yt +8. 

Nun giebt ^ in einen Systembrucfa von dar Basis 28 ver- 
wandelt, die Gleichungen: 

28. 8«: 45 . 4 + 44 
28 . 44 = 45 . 27 + 17 
28 . 17 ^ 45 . 10+26 
28 . 26 » 45 . 16 + 8. 
Es ist also a; s= 26 und yi == 16, folglich 

rc s> 26 und y s 15, welche Werthe der ge- 
gebenen '^Glächung genügen. 

§. 160. Betrachten wu* jetzt die Auflösung der 2^ Gleichung: 
ax+ hy = e. 
Diese wird nun sehr einfach dadurch bewerkstelligt , dass man — x 
für y substituirt und nach für x aufgefundenem Werthe den von y 
erhält. Für den Fall, wo der CoeMcieBt^von y, InämBch Ä = 1 
ist, verwechsle man die Glieder und schreibe statt 

flx+y = c 
die Gleichung y = — ax + e. 
Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. 
Beispiel 1. Es sei' die Gleidbung 7^ + lly === 200 öder 
7« «= — 11 y + 200 aufzulösen, welche sich 
Jttr — X 2s= y verwandelt ik 

7a? = 11* + 260. 
Setzt man* nun 200 = iln + d, so ergiebt sich h = 18 
und (1=2. Für x = «i — n hat man also x ^ i| — 18, 
folglich 7 ar= il^i — l»8 + 200 oder 
7 a? = llzi+ 2. 
Die Verwandlung des Bruches ^ in einen Systembruch von 
der Basis 7 giebt: 

1+ S 
1 + 10 
6+4 
2+ 6 



7 . 


2 «11 


7 . 


3 = 11 


7 . 


10 e: 11 


7 . 


4 « 11 
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7 . 6 = 11 . 3+ 9 
7 . 9 « 11 . *+ 8 
7 . 1 = 11 . 0+ 7 
7 . 7 Ä 11 . 4+ 5 

7 • 5 =s 11 . 3 4- 2, wo man 6Uti dieser leiz- 
Un Gleichuiig auch so^ich die driUe nefameii keimlet welche 
durch DiTision mit 2 dasselbe giebt.- 

Es ist also » = 5 ood ij =5 3; daher 1 • 3 — 18 5= — 15 

mid mithin y = 16. 

Beiffptel 2. Es sei ll« + 42y = tOO aufsEulöseB* 
Man erhätt Sir lld?=42s + 60a 
und 600 3:42H+d, 
H =t 14 und d = 12. 
Es ist also 11« — 42(x| — 14) + 600, oder 

11« = 42i| + 12. 

Bei der Verwandlung des Bruches |) für die Basis 12, er- 
halt man sofort 

12.11 =1 42.3+ 6 

, (2 

oder 12 . 24 s 42 . 6 + 12 , woraus folgt: 
s =s 24 und *i 8» 6, also 1 = 6 — 14 = —8, mithin y » 8. 

Beispiel 3. Es sei die Gleichung . 3 o; + y = 16 aufzu- 
lösen, bei welcher der oben (160) bemerkte Umstand eintritt, dass 
6 = 1 ist. Man transformire diese Gleichung in folgende : 
y Ä — 3« + 16 und setze — x = jk, so hat man: 

y =3 3i + 16 und 16 85 3n + d giebt n = 5; 
d = 1. Setzt man daher « äs i| — 5, so erhält man y = 3*1+1. 
Die Verwandlung des Bruches | in einen Systembruch Ton der 
Basis 1 hd)t sich dadurch a«f, dass ohne Weiteres die Pivisions- 
gleichung ^ 1 = 3.0+1 statt findet ; welche mit 

y c= 3 . aTf + 1 verglichen, die Werthe y = 1 
und %i = 0, also % = *|— J ^ — 5 giebt, folglich a? = 5. 

Bclüplel 4. Wäre die Gleichung 13 a? + 17y = 100 vor- 
gelegt (welche for s und y in positiven ganzen Zahlen unmöglich 
ist), so würde man .nach den vorigen. Regeln keine entsprechende 
Divisionsgleichung erhalten. 
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VIIL CapiteK 

' Von den eyklischen Perioden.*) 

S. 161. Sind mehrere getrennte Elementenreilien i, B, C etc., 
bei welchen die Elemente in natarKcber Ordnung auf einander Toi-- 
gen, gegeben, wie z. B. 

(i) 1, 2, 3, a 

(Ä) 1, 2, 3, ß 

(ü) 1, 2, 8, y u. 8. f. und man schreibt 

dieselben in verticaler Linie so lange wiederiioH unter einander, 

bis in einer Hori2ontah*eihe die höchsten Elemente erscheinen, so 

heisst der Inbegriff dieser Complexionen eine cyküsche Periode. 

Das allgememe Schema für eine solche Periode wäre demnach: 

(i) (B) (C) etc. 

^11 1 etc. 

2 2 2 etc. 

3 3 3 etc. 



1 ß 

2 1 V . 

3 2 1 etc. 
3 2 

3 
• • • • 

a . . . 

Iß.. 

2 1 y 

3 2 1 ete. 
3 2 

3 



etc. etc. etc. etc. 



ß 



*) Ueber die cykliscbeo Perioden iiat inerst Hiodenbarg im Leipiiger Ma- 
gazin fAr reine nnd angewandte Halbem. 8''* St&ek 1786. einen lebrreiehen 
AnfMti gescbrieben. 
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So wflrde i. B. für die Reiben (A) 1, 2; (0) 1, 2, 3; 
(C) 1, 2, 3, 4 folgende Periode stattfinden: 

111 

Die erste Gompleiion ist 111, die 

höchste 234. 



2 


2 


2 


1 




3 


2 




4 


1 




1 


2 




2 


1 




3 


2 




4 


1 




1 


2 




2 


1 


2 


3 . 


2 


3 


4 



S. 162. Die einzelnen Yerticalreiben Ä, B, (7 etc. bezeichnet 
man nach Hindenburg sehr passend durch die höchsten in ihnen 
Torkonunoiden Elenente. So heisst A die Reihe a; B die Reihe ß; 
C die Reihe y u. s. w. 

m^ttfUH L FOr a = 2; tf = 3; }« SS 5. 

(1) 1 1 1 (11) 12 1 (21) 1 3 1 

(2) 2 2 2 (12) 2 3 2 (22) 2 1 2 

(3) 1 3 3 (13) 113 (23) 12 3 

(4) 2 1 4 (14) 2 2 4 (24) 2 3 4 

(5) 1 2 5 (15) 13 5 (25) 1 1 5 

(6) 2 3 1 (16) 2 11 (26; 2 2 1 

(7) 1 1 2 (17) 12 2 (27) 13 2 

(8) 2 2 3 (18) 2 8 3 (28) 2 1 3 

(9) l 8 4 (19) 1 1 4 (29) 12 4 
(10) 2 l 5 (20) 2 2 5 (30) 2 3 5 

Sciaptel 2. Es soll die cykl. Periode fOr a = 2, /? => 3 . 
2> = 4; ^ =s 6 und e = 12 gebildet werden. 

(1) 1 1 1 1 1 

(2) 2 2 2 2 2 

(3) 1 3 3 3 3 

(4) 2 1 4 4 4 

(5) 1 2 1 5 5 

(6) 2 3 2 6 6 

(7) 113 17 

(8) 2 2 4 2 8 

(9) 1 3 1 3 9 

(10) 2 1 2 4 10 

(11) 1 2 3 5 11 

(12) 2 3 4 6 12 
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Die in Kianmera- beigeßligten Zahle» suid tu» Ordnungs- 
zahlen der nebenstehenden Complezioaen; sie aeigen an, die wie 
vielste in der Ordnung jede Gomplexion in ihrer Periode sei. 



benen Reihen: 



Avlg^Hte» Eine cykliache Periode fSr die gege- 



1,2 
1.2.8 
1,2, 3,4, 



oder 



1, 2 = a 

1,2,3 -=/J 

1,2,3,4 =y 

1, 2, 3, 4, 5, t == d 



1) 
2> 



3) 



= o 

= /» 
5 = y 

involutorisch zu entwickeln. 

AmM9nms,*) 
Man schreibe die Elemente der ersten Reibe nach einander in 
die Tiefe. 

Daneben schre3>e man die 2" Reihe 1 ß, and wie- 
derhole beide Reihen so oft neben einander, bis man auf die 
Complexion aß kommt; so hat man die Periode ffir ik zwei 
Reihen o und ß. 
Neben die Periode dieser 2 Reihen sehreibe man tob oben 

herunter die 3** Reihe 1 f, und wiederiiole die vorige 

Periode der zwei ersten Reihen n^t der dritten Reihe so oft, 
bis man auf die ComplexJon aßy kommt; so ist die Periode 
cKeser drei Reihen geschlosseD. 

Dassdbe Verfahren wiederhole maii so viele Mde, als Reihen 
gegeben sind. 



(I) 
«2) 
(8) 

(4) 
(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 



4) 



(«) 


(ß) 


^r 


1 


1 


1 


2 


2 


8 


1 


3 


S 


2 


1 


4 


1 


2 


5 


2 


3 


1 


1 


1 


2 


2 


2 


3 


1 


3 


4 


2 


1 


5 


1 


2 


1 


2 


3 


2 


1 


1 


3 


2 


2 


4 


1 


3 


5 


2 


1 


1 


1 


2 


2 



(«) 


(ß> 


(y) 


(i) 




1 
2 


^1 

2 


1 

2 


1 
2 


(I) 
(8) 


1 


3 


3 


B 


(») 


2 


1 


4 


4 


(4) 


1 


2 


l 


b 


(5) 


2 


3 


2 
3 


6 
1 


(«) 


i 


1 


(7) 


2 


2 


4 


2 


(8) 


1 


3 


1 


3 


(9) 


2 


1 


2 


4 


(10) 


1 


2 


3 


5 


(11) 


a 


3 


4 


6 


(12) 



*) Nach Weinglriner (GonbiAatorische Ana* 

ijrsis. Tb. 1. Leiplig, 1800). ' 
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2 


S 


f 


(1») 


l 


1 


4 


(19) 


2 


2 


5 


• (20) 


1 


3 


1 


(21) 


2 


1 


2 


(22) 


1 


2 


S 


(23) 


2 


3 


4 


(24) 


1 


1 


5 


(25) 


2 


2 


1 


(28) 


1 


8 


2 


(27) 


2 


1 


3 


(28) 


1 


2 


4 


(29) 


2 


S 


5 


(80) 



An merk. Es bt etideuehlend , dasB jede gesdüossene Pe- 
riode» sobald mm in den eintelaen Vertkalreiben die zugehörigen 
Elemente von neuem wieder unter einander schreibt, auch wieder 
von neuon beginnen und ao fort in's Unendliche wiederholt wer- 
den könne, 

f. 164. %ummtK 1. Man kann die Perioden anstatt in die 
Tiefe dlienso gut horizontal hinter einander schreiben, z. B. für 
die Reihen 1, 2, 3 

1, a, », 4 

1, 2, S, 4, 5, 6 erhiehe man folgende Com- 
plexionen : 

123123129123 

1234123412S4 

1234(6123456; ef lassen sieh 
aber offenbar die Perioden auf jene Art bequemer schreiben. 

%. 165. ftaealB 2. Die Complexionen einer cyklischen 
Periode haben Verwandtschaft mit Variationsformen; in gewissen 
Fällen sind beide ganz einerlei, wenn nämlich die höchsten Ele- 
mente der Reihen Primzahlen zu einander sind. Nur folgen die 
einzelnen Complexionen nicht in derselben Ordnung auf einander. 

Man h»be s. B. aus dea Reihen 1, 2 

1, 2, 3 

l, 2, 3, 4, 6 

Mm (SykKsdie feriode tu bilden, se geschteht dies durch Hülfe der 
Variatioil auf folgende Art: man Tariire aämlieh die Efemenfte cUeser 
Reihen unmittelbar, ohne Index, alsdann entsleben die Fermeu: , 



— las — 



111 \ 


122 \ 


133 \ 


2r4 


225 


112 


123 


134 


215 


231 


113 


124 
^ 125 ( 


135 
^ 211 


. 221 


. 232 


114 


> + 222 


■*■ 233 


115 


131 1 


212 


223 


234 


121 1 


132 


213 


224 


235 



Die Anzahl dieser Formen ist = 2.3.5 = 30, und Ter 
gleicht man dieselben mit der in 162. Beisp.l^ entwickelten Reihe, 
so ergiebt sich yöllige Uebereinstimmung. 

Ganz anders yerhält es sich aber bei dem 2^ Beispiele in 
163, wo die Reihen (I, 2); (1, 2, 3); (1, 2, 3, 4); und (1, 2, 
3^ 4, 5, 6) gegeben sind; denn die Variation der Elemente dieser 
Reihen giebt 2.3.4.6 d.i. 144 Compleiionen , während die 
cyklische Periode nur deren 12 zählt. 

f. 166. üehrsAta I. Bei einer cyklischen Periode, deren 
höchsten Elemente, die Zahlen a^ ß^ y, d etc., keine gemein- 
schaftlichen Factoren haben, oder welche prim unter sich sind, ist 
die Anzahl aller möglichen Complexionen das Product aus des 
grössten Zahlen, d. i. =s aßyd . ... 

n. In den cyklischen Perioden aber, derea Zahlen a, /?, y^ d etc. 
gemeinschaftliche Factoren bedien, ist die Anzahl aler Compleiionen 
der kleinste Dividuus dieser Zahlen. 

Beweis. Es bestehe zunächst eine Periode aus 2 ReQien A 
und By deren erste z. B. 3 und deren 2'^ -6 Elemente enthdte; so 
ist klar, dass- wenn die 3 Compleiionen der ersten Periode 5mal 
wiederholt werden, ihre Anzahl ebenso gross sein muss, als wenn 
die 5 Compleiionen der 2^ dreimal auf einander folgen, dass also 
äi e ganze Periode aus 3x5 d. i. 15 Compleiionen bestehe. Nun 
trete noch eine Reihe C mit 7 Elementen hinzu, so folgt, dass 
wenn jene 15 Compleiionen 7 mal in die Tiefe gesetzt werden, 
diese 7 Compl. dagegen sich 15 mal wiederholen lassen, da 15x7 
s=s 7 X 15 = 105 ist. Die gesammte Anzahl aller Compleiionen 
aus den drei Reihen ist demnach durch das Product ihrer höchsten 
Elemente ausgedrückt sz 3.5.7. Man sieht leicht em, dass die- 
selben Schlüsse allgemein gelten, so viele Reihen auch vorkommen 
mögen. Hat daher die Reihe A a Elemente , die Reihe B ß und 
die Reihe C deren y etc., so gid>t das Product a.ß,y ^e Menge 
aller Compleiion» an. 
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II. Gesetzt i habe 8 und B 12 Elemente, so wärden die 
8 Complexionen der Reihe A 3 mal wiederholt ebenso viele neue 
geben, als die 12 Complexionen der Reihe B 2 mal wiederholt, 
nämlich 24. Es ist aber 24 der kleinste Dividuus der Zahlen 8 
und 12. Auf diese Art kann man weiter schliessen bei 3 und 
mehreren Reihen. Hätte man z. B. 4 Reihen von 4, 6, 0, 10 
Elementen, so würde die Anzahl aller Complexionen hieraus sein 
= 180, unid 180 ist der klemste Dividuus für die Zahlen 4, 6, 9, 10. 

So ist z. B. für die Reihen 

(«) (Ä (y) 
11 1 

2 2 2 

3 3 

4 

5 
die Anzahl aller Complexionen = 2.3.5 = 30. 
Für die Reihen: (a) (ß) (y) (d) 
1111 
2 2 2 2 



3 3 3 
4 4 



5 

6 findet man die Anzahl 



atter Complexionen : 



a>- 



», 4, 6 



3;- 



3, 2, 3 



2 

2 X 3 X 2 « 12. 
$. 167. Aus dem Bildungsgesetze der cyklischen Perioden 
geben folgende Sätze hervor: 
1). Allen. Complexionen, welche aus lauter gleichen Zahlen oder 
Elementen bestehen, entspricht dieselbe Ordnungszahl, welche 
. . mit dieser Zahl gleich ist., 

Z. B, Für die Cpmpl. 1 1 1 1 ist die Ordn.rZahl = 1 
„ 2 2 2 2,,,, 5, „ «2 2 
»». 3 3 3 3,, „ „ „ 3?: 3 



1» >» 



n >f »> II II II Ä „ n 9, ,t 

Mtrhkan, 9 



nächst i , 
^ ni 
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21) Kpi^men in ein^r Comp^xion u^gl^cjbe ^s^e^ ypf ^ so rühren 
4iese von der Wiederholung der unglßictxea Reihen (g, ß^y . , . .) 
her uqd geb«n die einzelnen Zahlen nur d^e Uebersphössß 
über die Ein- oder Vielfachen der Jleihepj^ablQn an. 
So zeigt z. B. für dep (pdex 

(3) (0) (7) 
die Complexion 2} 4, 3, an, dass die 1*^ Reibe 
^osk },n\a\ wenigstens durchlaufon ist, dass die 2^ s^boii 2 mal 
repetirt ist u. s. w. 
3) Um zu einer gegebenen Cfxiqple^uop , z. B. der n^, die 

... zu finden, braucht man nur i ihr 

ledngere « von 

iaddiren 
,- ,. ; dadurch erhält man die n + l*** 
subtrahiren — 

Complexion der Periode. 

Ist z. B. für (3) (5) (7) . 

2, 4, 3, flie n^ Cpmpi. 

so ist 3, 5, 4, „ »f + V^ „ 

und 1, 3, 2, „ n— !•'• „ 

Sei die n*^ Compl. 2, 4, 3. Addirt man dazu 

die in'* „ 8, 3, 3, so erhalt man 

die n+in'* „ 5, 7, 6. 

m^^^ig^ A^^ diß PuiRme die Reihenzahlen a, /?,}/...., so 

hat man nur nöthig , letztere davon abzuziehen , 4^4^ jp4^ efi^E^iie 

Summe durch ihre zugehörige R^ihen^ijUi zu dividiren und den 

Rest zu setzen, wobei für jede Summe, die ein Vielfaches dieser 

Zahl ist, die Zahl selbst gesotzt wenkn muss. 

Wollte man z. B. 

(3) (4) <5) (7) 

von der 19^ Compl. 1, 3, 4, 6 abziehen 

die !!'• ,, 2, 3, 1, 4, so würde man erhalten 

die 8" ,, ""2, 4, 8, 1, fadem hier 2 vwi 1 nifeht 

abgezogen werden kann, so borgt man von der ReihenzaM a = 3, 

oder, wenn diese nicht hinreicht, von einem Ißelfaehen derselben; 

da 3 von 3 den Rest giebt, so setzt man ddAr die Reibenzahl 4. 

(3) (4) (5) (7) 

Z. B. Von der mf^ Gompl. 1, 2, 1, 4 

abgezogen die 12'« „ 12, 12, 12, 12 

., Weiht die m— 12'« „ 1,, 2, 4, iT 



4) G« i«t ktthtt «u aioer gegebenen Conplexion toa der Ord- 
iMi]|gs;tfUi n. 4iß Sm^» Sn^ etc. au finden; man braucht nur 
Jede Z4d der Comid. mit 2» 3, 4 etc. zu multipliciren , und 
39b4d da» Pnnluct die Reibeuaahl übersteigt, den Rest aus 
der Division des Produotes mit der ReihenzaU lu setian. 

(3> (4) (5) (7) 

Wwn «. B. die »^ Convi.=? 3, 1» 4, 2 

fl^i»t„2n'' „ ^ «, 2, 8, 

„ 3ii^ „ =: 9, 3, 12, 

„ 4m^ ' „ « i2, 4, 16, 

U. 8, W. 

5) Auch können beliebige Complexionen einer Periode sowobl ad- 
dirt als subtrahirt werden, wodurch wieder Complexionen ent- 
stehen, deren Ordnupgszahl durch die Summe oder Differenz 
Yon jenen bestimmt wird. 



4 oder 3, 2, 


S, 4, 


« .. 3, 8, 


2. 6. 


8 „ 3. 4, 


I. J, 



So ist z. B. FAr (m) 1, S, 1 






und 




(«) J, 1, 6 




(m) 1, 


8, 1, 


3, 9 


(r) 2, 1, » 




(r) 1, 


2, «, 


5. 11 


(m+n+r) 2, 2, 4 


~{m 


-r) 2, 


1, 2, 


4, 10. 


Ferner ffir (3) (4) (5) 


0) 








sei m = 1, 3, 2, 


7 


(7) 






H = 1, 4, 4, 


4 


(4) 






P = 3, 1. 4, 


2 


,(») 






so ist (m+n+p) =, 5, 8, 10, 


1^ 








d. i.. 2, 4, 5, 


6 


(20) 






(3) 


(4) 


(5) 0) 






Ware die m" Compl. = 2, 


1, 


1, 6 


(41) 




und „ h" „ = 1, 


4, 


3, 7 


(28) 





SO ist (m—n) = 1, 1, 3, 6 (13) 

6) Nach 3, 4, 5. sind wir daher im Stande, aus einer gegebenen 
Complexion die unmittelbar Torhergehende oder folgende so- 
wohl, als auch die n'' vorhergegangene öder nachfolgende zu 
finden*, dießs beweist zugleich die grosse Einfachheit, welche 
im Bau solcher Perioden herrscht. 

7) Da eine geschlossene cykli^che Periode beliebig oft wiederholt 
werden kann , SQ ist die frage nach einer Complexion» welche 
die Anzahl aller {a.ß.y.d) in der ersten äberstei|;tt nicht 
UQ^reinjit, sondern lasst sich eben so leicht als jede andere 
im 1'^ Cyclus bestimmen. Man kann sich dabei d^e Perioden 



entweder in die Tiefe geschrieben , oder im Kreiise höninl T4r^ 
stellen, analog der Kreiseintheilung, wo man z.B. Ton 360* 
so gut als 560^ durch drehende Bewegmig einer Radiuslinie 
sprechen kann. Eine cyklisdie Periode kann daher d>eii80wohl 
eine endhche, als unendliche sein. 
8) Da man die Verticallinie sowohl abwärts als aufwärts zählen, 
und im Kreise nach der rechten oder linken Seite herumgehen 
kann, so erhält eine Complexion von negativer Ordnungszahl 
ebenfalls Bedeutung. 



Zieht man z. B. von der 7** 


Compl. 


za 


1, 


», 


2, 


7 


ab die 9<« 


>t 


«= 


8, 


1, 


4. 


2 


so bleibt die —2^ 


it 


~ 


1. 


2, 


3, 


"5" 


Femer ist die 6^ Compl. = 


3, 2, 


1, 


6 








und die 10'* „ = 


1. 2, 


5, 


3 









folghch die — 4^ „ = 2, 4, ), 3, wie man dieses 
auch aus folgendem Schema erneht, wo die Periode über der hori- 
zontalen Scheidui^slinie aufwärts in's Negative fortgesetzt ist. 

(—4) 2 4 i 3 

(—3) 3 12 4 

(—2) 12 3 5 

(—1) 2 3 4 6 

(0) 3 4 5 7 oder 0, 0, 0, 0. 

(1) 1111 
(2). 2 2 2 2 

(3) 3 3 3 3 

(4) 1 4 5 6 

(5) 2 117 



Es harmonirt also die 0^ Complexion mit der letzten a, /}, /, d; 
die — 1*^ mit der vorletzten u. s. w. Demnach können negative 
Ordnungszahlen durch Addition der Ein- oder Vielfachen von der 
Cömplexionszahl auf die kleinsten positiven Ordnungszahlen redu- 
cirt werden. 

9) Bezeichnet man die Ordnungszahl der höchsten (letzten) Com- 
plexion mit p und wh*d 
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addirt subtrahirt 

zu der 0** Compl. 0, 0, von dcrj»'« CompL = a, ß^ y . . 

1,1,1 1, 1, l,8o etttetete 

80 cntetehtdie(l) 1,1,1 die(p— l)«« „ a— 1,/J— l,y— 1, 

daz u 1, 1, 1 davon wieder ab 1, 1, 1 

giebt die (2)2,2,2 p— 2* Compl. a— 2,/J— 2,/— 2. 

U. S. f. U. 8. f. 

Es giebt also die 2^' Compl. und die p — 2^ wieder die j^ 
und man sieht daraus, dass jede zwei Complexionen , deren Ord- 
nungszahlen sidi znr Summe p erginzen , bei ihrer Addition stets 
die letzte Cempleuon geben. 

Für o a 2, /9 = 3, }^ = 5 ist p = 2 . 3 . 5 = 30. 

Nun ist die 23^ CompL = 1, 2, 3 
und „ ?«• „ ■» 1, 1, 2 

folgL ist „ 80«<« „ =s 2, 3, 5 

(«) (ß) (y) (*) 

10) Sei a, 6, c, d, irgend eine Complexion; setzt man 
dazu, oder nimmt davon die Reihenzahlen a, /9, }^, d, oder 
beliebige Vielfache ma^ n/}, py, gd, nach der Ordnung, so 
bleiben die gleichnamigen ReSien a, /?, y^ d, ungeändert« 
z. B.: 



(3) (4) (5) (7) 










zu 3, ], 4, 2 zu 


«, 




b, e, 


i 


add. 6, 12, 5, 28 


+ ma, 


±ß, ±y, 


±i8 


giebt: 3, 1, 4, 2. gidit: 


«, 




*, e. 


d. 


subtr. 3, 1, 4, 2. 










Femer ist die Addition von 










(a) 0?) (y) 










«. /?. y 


/«, 


b, 


e 




o, (, j/ einerlei mit 3 a, 


/?. 


i 




a, ß, c 


/"' 


/?. 


Y 




a, b, e 


(«. 


b, 


c 




So ist z.B. ftir (3) (4) (5) 


(7) 








2 3 1 


4 








9 4 5 


7 








3 8 5 


7 








3 4 15 


7 








3 4 5 


28 








20. 23, 31, 


53 




oder 2. 3, 1, 


4. 
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Es ist eioleachtend, dass die Compl. 1, /?, f, J, mmal zu 
sich selbst addirt, geben wird m^ ß, y, Ö^ Wie die^^s aus dem 
Vbrhergehendeo sich leicht ergiebt. 

§. 168. Aufgabe* Aii& der gegjebeaeii Ordnungszahl einer 
Compleiiim in einer cjklischen Periode diQ zugdiorige C<wplexion 
dieser Periode zu finden. 

AfüiUfnag. Man diridire die geg^ene Ordnittigizahl durch 
das hödiste Element a^ ß^ y . . . Jeder ebizehun Periodik Bach äbr 
Reihe, so geben die Beste aOemal 4ie veilttlgle C«taipleikN^ Finr 
det sich der Rest 0, so wird dafür der Diiisor IxlSieiiälteil. 

Der Grund diesem VeiüilhceBft erg^4)t sioh.leicfat aus % 167. 
2 und dem Vorhergehenden. 

Einige Beispiele zur Eriätterang. • > 

1) Es sei cc = 2, /J =x 3, 7 = 4; man verlangt ifife i^^ Com- 
plexion. 

2ri2|« S|12[4 4|1*2|3 

12 _W 12 

T" » 

.• ■• '■ ' öidefr 2 ' i 4 ■ ' • ' 

Die gesuchte Compl. ist also 2, 3, 4. 

2) Man verlangt die 7^ Complexion. 

■2|713 3i7|2 4|7|1 '. 

6 Ji^ 4 

T 1 * "^ '{ . ' .. 

Diese Compl. ist: 1, 1, 3. 
Obgleich die vorstehende Periode nur 12 Clpmpleiionen hat, 
so kann man sich doch dieselbe so oft repetirt denken, als man 
will. Deshalb gehen auch die Ordnungszal^^^ ^'^ Unendliche fort 
und es ist keineswegs ungereimt, z. B. pach der lOOO'^ Com- 
pleiion zu fragen.; 

3) Man verlangt von obigem Pesriode die 17'^ GompU ; 

2|17|8 3|17|5 4|17|4 

16 15 16 

1 2 .1 

Die Compl. ist also 1, 2, 1. ; 

4) Es werde für a = 8, /f =» 4, Jy =i 5 und d = 7 die W 
Compl. gesucht. 
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10 : 9 ^M iijk Uist I ' 
10 : 4 - - - 2 
10 : S - . - - 5 

10 : 7 -^ - - 3, daier Isf m lö»* Compl. 
= 1, 2, 5, 3. 

5) ttiidftilbdr^ gicW m a^iS, ß^l9, y t= 29 dfe M72»* 
CoOlpf. si- 7, 12f, 4, ari. Ist das ricMig? ' 

Man erhält hier 6472 : 15 mit deta Röste 7 
6472 r 19 ^ - - lä 
6472: 28 - - - . 4. ' •■ m 

Es ist demnach diese Compl. = t, 13, 4. 
Ahmärktidg. Yfintt mah bei der'Dirisioa da^ Or'Mtfhgs- 
iafif durdh d, 'ft, y, & . . . AM Owoöeöt^ glrfliiser ttidin» aiS g«-' 
wohnlich, so werden die Reste, also auch die Elemente der GMM^ 
plexlob hegaljv;- aUMir inati Kami dieMb^n leicht aüfjioäifiTiffredu- 
clreii, sowie! auch etWafige öegativ« Öl'dtfuhgszahlöA (%. 1#7. 8). '' 
Nahmen wir das Vor^e 8«* fieispid, wo die 17'« CöApIeASW 
veriaägl ^nixl tWd cBtidirM wie fol|gt; 

2|17|9 «117(7 ^lltl^ 

1» 21 20 

ZT" -^^jr i^ä". 

Dann wird die Reduction dieser negätivefei Riste auf die zugehöri- 
gen kMiisteii positiven, di#($M A4£ti6n der ^inr-^ oier jitUMim 
Dii^isoren hergestellt. 

Man a«dfl^ dÄbe* ^ -^1 , -^4, ^S 
2, fr, 4 
Ihxi& eitält matl> w^der 1^ 2, l diel 17^ Gömpl. wie 
zuvor. 

S. ist. A^tgtMti^ VM ei«eF cyklisdhen P«riddef ist eine 
Complexion gegeb^h; mtla äell buchen ^ die wie^ Vieletei m fnif 
d. h. ihre entsprechende Ordnungszahl bestimAeili, wei^n die Reihen- 
zahlen or, /?, y . . . relativ prim sind. 

AuflöBiiiig. 1) Sei die gegebene Cdtiit»Ieüon H) (, c, d, so 
kann man sich dieselbe vorstellen als den Inbegriff der Complexionen: 

rf, /*, f. * 

. a, b, yy . i. 

«, ß, c, d 

a, b, e, d (nach J. 167. 10). 
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2) Statt dessen kann auch die gegetiene Compl. a, ft, c, df 
durch die Addition 

/l, ß. y, 9 /w, ft y, 8 

d^ Compl.l er, 1, y, ^ oderl a, n, y, () 

\ u. 8. w. \ u. 8. w. 

beliebig verändert werden, um dadurch zu anderen Complexioiien 
zu gelangen, deren Ordnungszahl bekannt ist, wie z. B. m, m, m, m> 
oder a, /?, y^ 8 und andere. 

3) Wären daher die Ordnungszahlen solcher Hülfscomplexio- 
nen, wie a^ ß^ y^ 6 

oder 1, /?, y, J 

oder m, ß, jtj d bekannt, so wurde man aus. diesen in 
beiden Fällen die Ordnungszahl der Gojnpieiion a, 6, c, 4, finden 
können. 

4) Es i8t klar, dass die Zahlen ß» y^ d . . mit einan^ 
derverbunden nur in den Complexionen der Periode Yorkom- 
men können, deren Ordnungszahl = l-ßyä^ oder 2ßydj oder 
9ßyd etc. ist (s. Yor. Lehrsatz) und, da unter diesen auch die 
Compl. a, /?, y^ d mit Yorkonunen muss, so sei die Ordnungszahl 
dieser Compl. == sßyd, wo dann x zu bestimmen ist. 

Wäre z. B. ffir (2) (3) (5) die gegebene 
Compl.: 12 1, 
so folgt, dase ^die Ordnungs-Zafal von 1,.3, 5 entweder die W 
oder 2.15'* sein muss; denn wenn der 

2^ Cyclus 5 mal wiederholt ist, so ist offenbar 
der 3*« - 3 - - 

Es ist also I, 3, i die 15^ CompL^ da die 30«''' s= 2, 3, 5 
sein muss. 

• S) Haben nun ir, ß^ y, d keinen gemeinscbaCUicli^ Factor, 
wie vorausgesetzt ist, so kann a in /Jyd nicht anheben. 

Giebt also -^ — den Rest «i, 
a 

so lässt — *-^ - - apffi. 
a 

Für die Compl. a, ßr.y, d giebt aber 

^^^ den Rest a ($. 167. 2. und S- 1«8.), 

so muss auch — - den Rest a lassen. 
I a 
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jnan ako xa« =s aA + a, so ist 

jr -» ^^ ein Ausdruck ,1 in welchem (Ür i jede 

fW Ä Ji' iL 

iZahl, gelbst gesetzt werden kann, damit jr, d. i. — - — 

eine ganze Zahl wird. 

Demnach kann die Ordnungszahl der Compleauon «, ßy f^ d 

ausgedrückt werden durch ^ . ßyd. 

öl 

6) Setzt man auf eben die Art» wie in 4 und 5, 

f&r ^^ den Rest hx 
p 
aßd 

Y 

und bedient sich dabei der Hälfsgrössen B, C, D , ^ kann man 
die. Ordnungszahlen der übrigen Hülfscomplexionen a, 6, /, d, 
a, ßj c^ d, a, ßy y, d darstellen. 

7) Nach ftund 6» erhält man also 

die Ordnungszahlen entsprechend den Complexionen 

— - — 'ßyi — «, /», y» * 

ßB + b 

y^.aßd - a,ß,c,d 

^ itßy — a, ßy y, d 

Addirt man nun zu beiden Seiten, so ergiebt sich ($. 167. 5. 10) 
die Ordnungszahl 

für die Complexion a, 6, c, <l. 

Die Werthe von i, D, C, 0, werden hier wie in 5 bestimmt 
mit den kleinsten positiven Werthen von x. 

Anm. Ausser dieser Auflösung, nach welcher für jede ge- 
gebene Complexion abcde .... ihre Ordnungszahl unmittelbar ge- 
funden werden kauB, giebi Hindenburg noch zweji andere, deren 



^ — .ayd — a, 6, y, 8 
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letzte darin besteht, di# gesuchte Ordnuilg^kahl dftrch EKQfecom- 
pleüioiieii eu fiaden. Die erbalteuen Ordmcugss^aUen übersteigen 
oft das grösste Product aßyde . . =: P oder di<) Compleiionszahl der 
Periode; in .die»em Falle braucht man nur die geiandene Zafai 
duith P zu dividiren und den kleinem Rest für die gesuchte Zahl 
zu nehmen. 

* J. 17Ö. ' Wir wöUön diesö Vorschrift auf ein f^t ftöfspiele 
anwenden. 

1) Aus der Periode a = 3; /? = 4; y = 5; d = 7 ist 
die Comp], ä, 3, 5, 7 gegäl)en. Diä wie Tiel^fe Ist elt 

Hier ist nun 

ß.y.d , . 4.5.7 140 ., . o . o 
'—^ — d. 1. — 5 — = -5— mit dem Reste =?= 2 

a 6 ^ r 

a.y.d 3.5.7 _ 105 _ . 

/J " 4 4 ■ ' ' 

a./?.J _ 3.4.7 ^84 _ ^ . = 4 

oiy . 84:S =, 5» . . . =. 4. Folglich 

d 7 7 

f±t£.^j^ d.i. ?^.14Ö = Hd «r i ** 
^^„y; . M+i.i05=315 - F«0 



, aßs _ :::i^ . 84 = 420 ^ <? «= s 

B+A.aay - 1^. 60=420 r = 3. 



e» 
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Diese Summe durch 3.4.5.7 oder 420 ditidirtr gi^ den Rest 
39-, es ist also 2, 3, 5, 7 die 35" Compl. 

2) Von der Periode ( 19 ) ( |9 )( ^ ) '^^ gegeben 

die Compl^Boii 7, 18« 4; nia» sucbt die Ord- 
nungszäbl. Hietr findet man zunächst 
19.28 



15 
15.28 



mit dem Reste. 7 

- - a 



i~|i - - - «. Eb ist «aber 



— 13» — 
UA + 1 



7 
199+12 



. 10 . 28 = 532 für i 
.15.28 ^ 2520 - B 



??^t* .15.10 = 3420 - C=2 



6472 
Es igt demnach 7, 12, 4 die 6472'<' Complntioiw 
$. 171. Aufgabe« Die Ordnungszahl einer gegebenen Com- 
plexion a, 6, c, d, b . . einer cyklischen Periode zu finden, wenn 
unter den Ileihenzalilen solche mit vorkonunen, welche ein ge- 
meinschaftliches Mass haben. 

Anlldvaaf • Es lassen sich hierbei mehrere Fälle unter- 
scheiden. Kommen nämUch 

1) in d^r Complexion lauter gleiche Zahlen vor, wie m, m, m...... 

so ist sie offenbar die m". 

2) Befindet sich unter den Zahlen a, ß^ y, d * . • deren klein- 
ster Dividuus, so stimmt die Ordnungszahl der gegebenen 
Complexion mit der Zahl in ihr uberein, welche zu de^ Reihe 
geiiMy die de» Uwnateft IHTidüus mit entfallt 

So ist z.B. die Compl. ^f^ ^J;^ ^JJ ^f;^ ^^^^ idie 7» in *«* 

Ordnung, weil hier 7 zu 12 dem kl. Divid«us der fibligen Zahlen 

2, 3, 4, 6 gehört. 
3> Kommt unter deil Zahlen a, ß, y, d . . , der kleinste Ditidaug 
selbst nicht mit vor, ist aber ein Product Zweier oder meh- 
rer^i^ Facforen aus 3men, ohne gemeinschaftliches Mass, so 
riokeC mdtk die Ordnungszahl dier gegeb^nm Compl. bloss nach 
den Zahlen in ihr , die sich auf diese Factoren begehen. 

Um z.B. die O^doungszaU der Compl. ^ y 3 j «u 
§mfiem^ braaciit m« mir die Ordmifigszalil für eine Compl. vri^ 

^1! ^3? ^ ^"^'*®°' ^^^^ (S- 1*®- '•) ^^^^^^^ ^^^ J*+li 4 ^ 

'« ^ ■ .. 3 aal 4+ a SC 7, jBr i Ä * « 0. AJik) ist auch 

1, .1,. 3, 1 die V^ Compl. 

4> Ueberhaui^y wenn die- Zahlen a, ß^y^ i .. . keine Primzahlen 
unter sich smd, so kann es doch durch Divisionen n^ ge** 
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memschaftlichen Factoren jederzeit dahin gebracht werden, 
dass man relative Primzahlen erhält, deren Product den klein- 
sten Dividuus giebt. Die so abgekürzten Zahlen nehme man 
statt der gegebenen Reihen* oder CSykelzahlen an, und suche 
für ihren Cykel die Ordnungszahl der gegebenen Compl. nach 
$. 169, 4ie man aber, wenn sie gefanden ist, nach §. 168. 
noch prüfen muss.*) 
Für d.« Beispiel ^^f ^H^ ^^O) (24) (3«, ^ ^ ^^^^^ 

Diyiduüs 5.8.0 (= 360) in seine drei relativen Priinzahlen zer- 
legt, welche als Factoren in den gegebenen Zählen 20, 24, 36 ent- 
halten sind. Man nehme daher statt des gegebenen Cykels den 
neuen an 

(5) (8) (9) oder abgekürzt (5) (8) (9) 
9 17 5 (nach §. 167. 3.) 4 1 5 
für die beiden übrigen Zahlen (12) (15) sollte odan 1, 1, setzen, 
d. i. man lässt sie einstweilen ganz weg. 

Zu dieses Cykels Complexion 4, 1, 5 findet man die Ord- 
nungszahl nach ($. 169). Es lassen nämlich 

8*9 59 58 

— ^ den Rest 2; — ^ den Rest 6; —^ den Rest 4. 

u o H 

Daher ynrd die Ordnungszahl 

^ d 4 

(für i = 0, Ä=C« 3) = 2. 8. 9 + 6. 5. + 8. 5. 8*» 689 
und die kleinste = 689 — 360 := 329. 

(Für i« 0, C = 3, Ä» — 2 erhält man sogleich diese O.-Zahl.) 
MewelM. Von den beiden Cykeln aus den Reihenzahlen 
I) (20) (24) (36) und ü) (5) (8) (9) 
hat jede Periode des einen so viele, insgesammt verschiedene, Com- 
plexionen als die des andern. Dabei erhält man aus jeder Com- 
plexion o, (, e von I die gleichzähüge Compl. ja II, wenn man von 
jeder Zahl a, (, c der ersten, die zugehörige des abgekürzten 



*) SttU des weitlliiflffereii HindeDborgischen Ver/ahreos ist hier (onter 4) 
der schöne Zosatz des M. Becker eiogescbaltet, welchen derselbe im 2ten Bde, 
des Leipziger Archi?8 8s Heft (1798) bekannt gemacht hat. Dadorch erhalten 
die Begeln des f. 169, indem aie auch diesen Fall umfassen, völlige AUge- 
meifihitit« : 
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Cykels aus 5, 8, so oft als md^ch absiebt, und bloss den Rest 
beibehält. Diess folgt aus der Construetion beider Cykeln deutlich 
genug. Man halte nur ihre beiden ersten Columnen Ar 20 und ö 
gegen einander (horizontal unter einander gesetzt) 

12 3 4 5 6 7 8 15 16 17 18 19 20 I 1 2 .. . 

12345123 5 1234 5112... 

In der ersten Columne zählt man bis 20 fort; in der andern nur 
bis 5) von den Zahlen Aber 5 behält man bloss die Reste. Und 
weil 20 ein Multiplum von 5 ist, so fallen beider Grenzen, 20 
uttd 5, zuaaminett, und beide Columnen fangen zugleich wieder 
mit 1 an. Der allgemeine Ausdruck für die Ordnungszahl eines 
Gliedes aus der Reihe fOr 20 ist 20^ + «) der mit 20 dividirt 
den Rest a lasst; man dividire ihn mit 5, so bleibt kein anderer 
Rest als den • giebt. — Was bisher im Beispiele von 20 und 5 
gesagt ist 9 gilt yon jedem Paar Zahlen, deren eine ein VieUaches 
der andern ist. 

Ist also 9, 17, S eine Compl. von,!, so ist auch 4, 1, 5 
die ebenso vielste Compl. in II, deren Ordnungszahl man nach 
§. 169 findet. 

Es gfebt aber mehrere scheinbare Complexionen des 
Cykels I, die insgesammt die einzige Compl. 4, 1, 5 in II. be- 
stimmen. Statt 4 könnte man die vier Werthe 4, 9, 14, 19 setzen ; 
statt 1 die Zahlen 1, 9, 17; statt 5 die Zahlen 5, 14, 23, 32. 
Das gäbe zusammen 4 . 3 . 4 == 48 Complexionen in I, aus welchen 
allen die einzige 4, 1, 5 in U folgte. Allein nur eine von. ihnen 
kann im Cykel I vorkommen, die Obrigen 47 sind falsch. Damit 
stimmt flberein, dass das Product 20.24.36 (die Anzahl aller 
Complexionen, wenn 20, 24, 36 relative Primzahlen wären) 48 mal 
so gross ist , als 5.8.9 (die Anzahl der wiildichen Complexionen). 

Deshalb mnss man mit der gefundenen Ordnungszahl a*st die 
Probe (§. 168) anstellen. 

Diese Probe muss nicht bloss mit 20, 24, 36 vorgenommen 
werden, sondern auch mit den übrigen Zahlen 12 und 15 v die 
bisher aus der Rechnung ganz wegfielen. Sie müssen für sich zur 
Rechnung passen,' oder die Aufgabe ist unmöf^ich. 

Statt nach (§. 168) die Probe durch die Division zu machen, 
vergleicht man von den Zahlen a, ß, y, S . . . jede niedere nicht 
relative Primzahl mit der oder den höheren, die ihre gemeinschaft- 
lichen Factoren erschöpfen, und untersucht bei jedem solchen 



jPa^re» 4)i) der IkterscbM ibrer zugeh^rigwi Ae^te deimeübfin Tb^K 
1er habe, wie die beiden Zahlen reibst; denn faierailf berobt dm 
Möglichkeit der Auflösung. Z.B.: 
12 wird mit 24 yergUcben, worin es aulg^; d^r Dntersobiad ibrer 

Reste J7-^d ist quch durch 12 theilbar. 
lS==ß,5 muss wegen des Thfilers 3 piit.2.4; Wege« de& Fjiktors 

mX 20 vfirgUchen werden. 
SIQ F= 4. 5 wegen 4 imt 24 ; i ist kein Tbeikr einer folgflodeu Zahl» 
ä!4 mit 90; beid^ sind mit 12 theilbar, ao auch 17 --i{^. 

Diese Probe kann man noch vor der BentehBiiiig der On^ 
iiungszahl vornehmen, damit man nichts Unm5gUches suche. 

Anmerkung. Nähme man willkührlich Zahlen als 
Elemente einer Complexioh, deren Ordnungszahl man suchen wollte, 
welche zusammen nicht vorkommen können: so zeigien sich in den 
Formebi Ausdrücke för ganze Zahlen, die nie ganze Zahlen werden 
können. 

§. 172. Mecbanlsclie AullSsaag dieser Aiif{|p»be. 
Da die Bestimmung der Ordnungszahl in der Anwendung cyklischer 
Perioden auf unbestimmte Gleichungen die Hauptrolle spielt, so fö- 
gen wir noch eine mechanische Regel bei , welche in den meisten 
Fällen, wo die gesuchte Ordnungszahl nicht zu gross ist, sehr 
prakticabel erscheint; auch ist es dabei einerlei, ob die Reihen- 
zahlen a, /?, y . . . Primzahlen zu einander smd oder tiicfat 

1) Sei von einer cykl. Periode, wo a = 3» /5=^4, y = 5, 
5 = 7 die ^te Complexion 1^ 2, 5, 3 gegeben, so i^t klar, dass 
das erste Element (1) dem ersten Cykel angehörig in der ent- 
wickelten Periode nur folgende Stellen einnehmen kann: 
I. U 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22etc, 

Ebeoiso k(um daß 2te Eiemept der g^ebe^en Compl^ "^"^^ 
lieh (2), nur die Stellen haben: 

n. 2, 6, 10, 14, J8, 22eV5- 
Dano kaoa d^s 4ri«« Plemeat (5) »ur die Plätze l^b^R: 
W, $, Ip, 15, 20, 25, 30 etc. 

Endlich wird d^^f \\evUi Etemept (?) dw Cqpipl, in der 4tea 
Reibe aur stehen können in der 

IV. 3,10, 17, 24,31 etc Stell?, 

Da wp w diesen 4Qeibe«^ ein^tiaunj« die lOte Compl. vor- 
kSmxA, m ist dio g^C^^peCoii^pli nqtbiwendig die ^Qte. 
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%) yfSirß fm ^tftOttn Periode 4ie C9]iq>KÜ9u ^egi^n: 
3,4, 3, 6, 
so erhält man folgende Reihen: 

1. 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 2i, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 4S . . . . 
n. 4, 8, 12, 16, 29, 24, 28, 32, 36, 49, 44, 48 ... . 
m. 3, 8, 13, 18, 23, 2^ 93, 38, 4|, 49 . •• 
IV. 6, 13,29,27,34,41,418.... 
worans sich ergiefot, dass die gesuchte Compl. die 48ste ist. 

Es entstehen «j^ hieribei lauter arithmetische Progressionen, 
deren Anfangsglieder die «iweben Elemente der Compl. sind, de- 
ren Exponenten aber durch die ]R«ihei^ahlen angegeben werden. 

5) Gegeben: ^J^ ^? ^? ^?^. Hier hat man 

|. 2, p, 8,11,14,17,20,33.26,29,^.... 
U. ♦, 9, 18, 1»,20, «♦,28, as8..,. 
m. 2, 8, 14, 20,26,99 .... 

IV, $, 14, 29, 33 .... {Is ist also 2, 4, 2, 5 dir 32ste 
Compl. 

Offenbar ist jedei^ Glied der Reibe I unter der Formel 3i+2; 
»te». Gikd 4er üeibe H, nnter 4*+#; jedes der Reihe ffl. unter 
6C+2 un4 der |Vtep R^^, vnter 9D+i begriffap. Man «r^lt 
dahßf, 4fß .GJeic^iuffgfip: 

3il+2 = 4jB+4=?ßC+2 = 9/>+5, aus welchen 
sich für 4=Tr 16,. -ß=«7, C=?& und D = 3 die Zahl 32 findet. 

$. 173. Besteht die Periode nur aus zwei Reihen oder Cy- 
kein, hat also die gegebene Conjplexion nur zwei Elemente, so er- 
halten die Formehl des §. 160. zur Berechnung der Ordnungszahl 
folgende einfache Gestalt. 

Sfi gßtfämi: ^^J V ( *^^^ bestimme maa fär it den Rest a« 
a a * 



es ist daher 
tcA+a 

ßB+h 



" ß »> „ *'l, 



ß die Ordn.-Zahl cfilppr^QbeQd der Compl. aß 



mi M±i./» + ^^.a =: der Ordn.-Zahl für ab. 
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Da in der Anwendung der cykl. Perioden dieser Fall am 
meisten vorkommt, so schien es nicht überflüssig, ihn besonders 
hervorzuheben. 



IX. CapiteK 

AnwendoDg der cyUiscliea Periodea auf die Aifltsug 
ubestuunter fileiehniigeo. 

§. 174. Es sei zuerst die Gleichung 
ax — hjf^e 
gegeben. Man betrachte a und e als eine Compl. von einer cykli«* 
sehen Periode, wobei (a) und (i) angdien, aus wie vielen Zahlen 
jede Periode besteht, d.h. die ReihenzaUeil sind, und suche die 
ihr entsprechende Ordnungszahl (Cap. VHf. §. 169.), so hat man 
einen Werth für ax oder by+c gefunden. 

Wäre die Gleichung ax — frysar^-^e gegeben, so kann man 
von dieser Form sogleich (durch Mult. mit — i) zu der: 
— ax + hy^=^ e oder 

(y-^aa? = e übergehe. Es ändert also 
in der Auflösung nichts, wenn — c statt +6 voricommt. 

Nach der mechanischen Regel §. 172. bilde man nun flir 

(a) (6) 
a e die Progressionen 

a, 2a, 3a, 4a 

c, c-|-6, c-f2(, c^-SA .... und setze sie so 
lange fort, bis man zwei gleiche Glieder erhalt, welche alsdann die 
Ordnungszahl angeben d. h. die wievielste Compl. a, c ist. 

Wir woUoi 4iese l^ethode sogleich auf besondere F&lle an- 
wenden« 

§.175. Gegeben: 7jr— 23y = l. 
(7) (23) 
7 1 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 7Q .... 

1, 24, 47, W. 
Da nun hier die Zahl 70 als ein gleiches Glied in beiden 
Reihen erscheint, so ist 7a?= 23jf+l «= 70, folg^ch: 

a; = 10 

2f 7=. 3. Diese Aufl. genügt der Gfceif^., 
denn es ist : 7 (10)— 23(8) « L 
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■eiapicl 2. 21 *— 8y = 1. 

21, 42, 63, 84, 108, 126, 147 ... . 
1, 9, 17, 25, 33, 41, 49, 57, 65, 73, 81, 88, 97, 108. 
Es ist also : 21 « ■■ 8y +1 = 105 ; 

daher a)= 5 und y = 13. 
■elaplel 3. 23x— 16y = 13. 
(23) (16) 
23 13 

I. 23, 46, 60, 92, 115, 138, 161, 184, 207, 230, 283,276.... 
n. 13, 29, 45, 61, 77, 93, 109, 125, 141, 157, 173, 189, 

205,221,237,288,269.... 
253 
Demnach ist: 23x =s 16y+13 = 253; 13 

folglich: x = 11 und y » 15. 240 . . 

16=*^- 
Selflplel 4. Welche Zalden gehen durch 9 auf und lassen 
durch 14 dividirt 8 zum Reste? 

Nach der Gleichung 9a;=14y+8. 
(») (14) 
9 8 



I. 9, 18, 27, 36, 45 , . . . 

n. 8, 22, 36, SO .... 
Daher ist 36 die kleinste Zahl. 

$. 176. Es sei nun die Gleichung ax+bg = e aufzulösen. 
Dann setze man, um diesen Fall auf den vorigen zurückzufuhren, 
as — ( — by) = c oder 
as = — &y + c und verfahre dann, wie 
vorhin. Es sei z.B. gegeben: 
i) 



3jr + 


5 a; = 60, so schreibe iuan 


3y — 


-5 « + 60 und man hat nun fSr 


(3) 


(5) 





60 oder 



3 5. Die entsprechende Ordnungs- 
zahl findet sich: 

I. 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24 ... . 
II. S, 10, 18, 20, 25 ... . 

Es ist demnach: 3y=:15, folglich y» 5 
15 = — iz+ta oder 
Berkhan. 10 



M« - 



X 


3 = — 


«+12 






s = 12 


^3 = 9l 




Beidptel 2. 


dx + 1 


y = 8l. 






6 .»» — 


•7.y+81. 






(5) 


(7) 






5 


81 




I. 5, 10, 


15, 20, 2S 


> 90, 99 . . . 




IL 81, 88, 


95. 








5« 3:9» 






a>=19. 


.- 


Selflptel a. i 


Sei gegeben 


17j:+19y = 269. 




Dann ist: 


17«=—] 


L9y+269. 




Man suche für (17) 


(19) dieOrdD.-Zl)ld der 


Compl. 




17, 


269, oder 






17, 


3 (weU der 2(e Cykel 


Dur 10 


GKeder bat). 








Durch Anwendung der Fonnehi $. 17S erhält man: 




1= 

a 


: 4f mit dem Reste 2(a Ui) 




tt 

ß~ 


= H » " 


„ 17(= J,), folgüch 




ttA+a 
«1 " 


17i+17 


.19 = 323 CRlri=sl) 




ßB-i-ß 19J+3 

IT-"'' 17 • 


17aia6 (tÜFBrn^l) 








459 





Hier konnte man auch J: s= setzen, indem die Periode nur 
17x19 d.i. 323 Compl. enthalt. Die gesuchte Ordnungszahl ist 
demnach =136. Daraus ei^ebt sich 17x^136, also 4ra=8. 

I4i»ch $• 172r erhIUi maa die Reiben: 

I. 17, 34, 51, 68^ 85, 102, 119, 186 
n. 3, 22, 41, 90, 79. 89, 117, 186 u.8.w. 
IIVtfpM 4. Gegeben: 13a;+17ysB 100. 

Da 13« = — 17y+100, so hat man fflr 

(13) (17) die Compl. 13« 100, oder 
13, 15. 
Man findet: I. 13, 26, 39, 52« 65, 78, 91, 104, 117 ... 
n. 15, 32, 49, 66, 83, 100, 117. 
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Folglich ist 13a? s 117 und a;=:9, mithin y = — 1. Dabei* 

die Werthe: x^ 9, 26, 43 

y=x— 1, — 14, — 27 .... 

Die gegebene Gleichung liefert also für die Unbekannten keine 
positiven Werthe und ist deshalb unmöglich. 

§. 177. Die JalUuildche Periode. Diese besteht aus 
den einzelnen Jahren des Indictionscykels von 15, des Moudcykels 
Ton 19 und des Sonnencykels von 28 Jahren mit allen mögUchen 
Verbindungen, so dass die Reihenzahlen a=:lS, /}=19 und v = 28 
sind. Die ganze Periode umfasst einen Zeitraum von 15 . 19 . 28 = 
7980 Jahren. 

Jedes Jahr aus dieser Periode hat seine besonderen chrono- 
logischen Kennzeichen und wird durch die Indiction (Zinszahl) = ä, 
die goldene Zahl des Mondcykels = 6, und die Zahl des Sonnenzir- 
kels Ä c angegeben, so dass ein solches mit der Complexion a, 6, c 
dieser Periode hannomrt. Um daher ein verlangtes Jahr in der 
Periode zu finden, hat man nur nöthig die Ordnungszahl für die 
Complexion a, ß, c nach §. 169. zu besthnmen. 

Für jede hierher gehörige Aufgabe hat man sich derProducte 
zu bedienen: 

ßy= 19.28 = 532; ay = 15. 28 = 420 und a/J= 15.19 = 285, 
sowie der Reste, welche sich aus der Division ergeben, von 

■^ = -jg-, giebt Rest 7 = a, 

oy _ 420 

y-i9 « n a=ft, 

ai? 285 

■^7=^28' " •' ö»c, wonach die Ordn. -Zahl 

ISi+a ^„^ , 19B+6 ^^^ 28C+C 
_-X-.632+-2=^.420+-^^ ist, welche 

das Jahr angiebt, welchem die Kennzeichen d, 6, c zukommen. 

BeiAplel« 1) Ein Jahr der Julianischen Periode hat die 
Charaktere 7, 12, 4; das vrieviclste ist es in der Periode? 

Nach diesen Formeln findet man (wie schon J. 170. 2.) die 
OrdüunguaU «472, welche also das verlangte Jahr angiebt. 

a) Welohea Jahr hat aur Zmzahl 10, zur goldenen Zahl 14 
und zum Souneiziriiel 2ft? (Heiss Samml. p. 258.) 

ffier ist für (15) (19) (28) gegeben: 

10, 14, 26. 
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Es ist demnach : lM+1? . 532 = —2660 lür i = — 3 
198+14 ^^2jj^ 2940 „ Ä= 



2 
28C+26 



. 285 = 6270 



d 

folglich 6550 das gesuchte Jahr. 

Da nun das 47i4te Jahr der Julianischen Periode das erste 
der christlichen Zeitrechnung ist*), so hat man von einem 
Jahre der Jul. Per. nach 4713 diese Zahl ahzuziehen, um das Jahr 
der christl. Zeitrechnung zu finden. Es ist demnach 6550 — 4713 
= 1837 das verlangte Jahr. 

3) Welches Jahr nach und vor Christi Geburt hat zur gol- 
denen Zahl 19, zum Sonnenzirkel 28, zur Römer -Zinszahl 15? 

Da die letzte Compl. der Jul. Periode =15.19.28= 7980 
ist, so hat man davon 4713 abzuziehen; dadurch erhalt man das 
3267ste Jahr nach Christi Geb. und also auch 4713 vor Chr. Geb. 

4) Welches Jahr (der christl. Zeitrechnung) hat zur goldenen 
Zahl 2, zum Sonnenzirkel 5 und zur Römer -Zinszahl 2? 

Man hat ^^^4^ • 532 = 5852 für i = 8 



7 

198+2 
2 

28C+5 



420 = 8400 „8 = 2 
285 = 8265 „ C«5 



folglich ist 22517 das gesuchte Jahr m der Jul. 
Periode, welches durch Division mit der Complexionszahl 7980 den 
Rest 6557 giebt; dieses ist das Jul. Jahr in der Isten geschlossenen 
Periode. Folglich ist 6557—4713 = 1844 das gesuchte Jahr der 
christlichen Zeitrechnung. 

§. 178. Aufgabe« Die klemste und alle übrigen Zahlen 
zu finden, welche durch gegebene ganze Zahlen er, /}, /» d ... di- 
vidirt, gegebene Reste a, 6, c, d ... lassen. 

AuHömwuk^. Man betrachte die Reste a, (, c, d ... als 
eine Complexion einer cykl. Periode aus den Reihenzahlen o, /?, 
yy d ... und suche die Ordnungszahl derselben (§. 169.). Diese 
sei =n, so sind die verlangten Zahlen nach' der Ordnung: 



^) Kästners angewandte Mathem. % Tbl. Cbronol. S* 48. 
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»t n+p, n+2p^ n+3p etc. 
oder n, n+D, if+2JD, n+3/> etc., wobei D den 
kleinsten Dividuus und p das Product der Zahlen a, ß, y, d .. * 
bedeutet, je nachdem gemeinschaftliche Faktoren unter ihnen vor- 
kommen oder nicht. 

Die Richtigkeit dieser Formehi ergiebt sich aus dem Vorigen. 
$.179. KiMlge Seidpiele« 1) Welche Zahlen lassen durch 
3, 7 und 10 dividirt, nach der Reihe die Reste 2, 3 und 0? 
Man suche die Ordnungszahl für die Complexion: 
(3) (7) (10) 
2 3 9. 

Da^«ia den Rest 1 
a s 

^=H „ w 1 giebt, so ist 

210147912 
420 
Die kleinste Zahl = 59. 
Nach der mech. Regel erhält man die Reihen: 
L 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 82, 35, 38, 41, 44» 

47, SO, 53, 56, 59 
n. 7, 10, 17, 24, 31, 38, 4S, 52, 59 

I|I. 9,. 19, 29, 39, 49, 59. Es ist also die gesuchte Zahl =59 
2) Wenn unter den gegebenen Zahlen mehrere vorkommen, 
welche ein gemeinschaftliches Mass haben. 

Welche Zahlen lassen durch' 6, 12, 15 dividirt, nach der 
Reihe die Reste 1, 1, 10? 

Für diese Zahlen nehme man bloss 

(4) (5) als Reihenzahlen, so wird 
1 , 10 oder 1, 5 die gegebene GompL 
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Man hat sodann: ^ =s 4 mit dem Reste 1 = «• 
a * 

^.;j = ü+l.S= 8(far^-9) 

0| 4 — - • 

Daher ist 25 die kleinste Zahl 
Weil der kleinste Dividuus der gegebenen Zahlen « 60 , so 
sind alle übrigen Zahlen in der Formel 60fi+25 enthalten (§. 178). 
3) Welche Zalilen lassen, durch 5, 6, 7, 8 dividirt, nach 
der Reihe die Reste 3, 1,0, 5? 

Der kleinste Dividuus ist = S . 3 . 7 . 8 s= 840. Man hat 
daher für a=5, /J=3, y=7, d—S die Coropleiion 3, 1, 0, 5 oder 

(5) (3) (7) (8) 
3 10 5. 

Es ist nun: ^^ = -^-r^ mit dem Reste 3 = flt 
a 5 * 



ay8 _ 5.7.8 
a/?d_ 5.8.8 - 

y - 7 " " 



1 = «, 



Ferner ist : ""T- . /Jyd =- M±i . 168 = 168 (für X = 0) 

,oytfa=?^?ii.ae0 = 280 («r Ja.0) . 
o/J<r = ^^^ . 120 = (für (7=0) 

.tt/8y«gy.l05.= 525 

daher die Ordnungszahl «073, welche die Probe 
hält. Diese durch den kleinsten Dividuus 840 getheilt, giebt zum 
Reste ISS als die kleinste gesuchte ZaM; die übrigen sind 840)1+133. 
Anmerkung. Alle ähnlichen Aufgaben« bei welchen sowohl 
positive als negative Reste gegeben sind, lassen sidi nach dieser 
Methode sdu: eiüEBtoh auflösen. Unter den nachfolgenden Aufgaben 
kommen einige der Art vor. 




AnhaDg. 

I. Ebifkeke iliid leickte ■ethode niibestimmte Gleiclian- 

gen des ersten Grades mit zwei nnbekannten Zahlen 

anfznlSsen. Von Prof. Dr. Kunze. 

$. 180. Wir dürfen in einem Lehrbuche der unbestimmten 
Analytik eine Methode zur Auflösung von Gleichungen des ersten 
Grades nicht übergehen, welche sich allerdings durch Originalität 
empfiehlt und von dem Erfinder in einem Programm (1851), ausser- 
dem noch besonders abgedruckt, zu Eisenach 1851 erschien. 

DMT Verf. «rklAft s^e Methode an einer Reihe von Beispie- 
len, Ton denen hier einige zur Erläuterung folgen. 
1) Es *sei die Gleichung gegeben: 

28«— 45y = 53. (1) 
Man setze w— 2y=3a (2), so erhält man wss 
a+2y. Diesen Werth in (1) gesetzt, giebt: 
28a+56y— 45y = &3, oder 
aBa + lly^63 (3). 
Setzt man ferner (4) 3a+y = i» oder y = ( — 3 a, so folgt 
aus (3) : 28 a+ 11 ( — 33 = 53 , oder 
llt — 5ii=t=63 (5). 
Wiederum setze man (6) 26 — ü — e, oder tfs:26 — c, dann 
kommt Ut— i0(-|-5o = 53, oder 
5c+6==53 (7). 
Aus (7) folgt: h « 53 — 5c (8). 
Aus (6 und 7) folgt: a= 26— c= 106 — 11 c (9), 
Aus (4 und 8) folgt: y = 6— 3a = 28c— 265 (10). 
Endlich folgt aus (2 und 6): afj= a+2y= 45 c— 424 (11). 
Damit nun die Werthe von x und y m (10 und 11) positiv 
werden, nehme man c=: 10+h; dann wird: 

y = 15+28n Und 

a 26+45n, welches die allgemeinen 
Werthe smd. 

Ütt imn einzusehen, weher diese SubstitotioiMn kommto, er- 
wäge man, dass die Division der Ceefficienten 45 und 28 von y 
und X jedesmal durch eine gan2e ZüjI im Quotienten ausgedrückt 
werden kann. Es ist nämlich: 
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28x—4&y sr 28a?— i9y+lly» 53. 
Dividirt man diese Gleichung durch 28, so erhalt man: 

a? = 2y+ -2^ = 11, folglich, wenn man a 

für 0?— 2y setzt: *+^ ^ tt» mithin 

28a + lly=ö3. 

Somit wäre die erste Verwandlung der gegebenen Gleichung 
bewerkstelligt. 

Dividirt man in dieser Gleichung w:ieder mit dem kleineren 
Coefficienten 11, so kann man setzen: 

3a — "TT + y = ir ^^^ ^co» n^^m 

3a +y = 6 setzt, so erhält man: 
6 — ^=H oder 

116— 5a = 53. 

Dividirt man nun mit 5 , so entsteht 

26+-=- — a»-^, setzt man 

26 — aae c, so kommt: 

6 
c +'^xss^^ oder 

D 5 

5c+6 = 53. 
Das Uebrige ist nun für sich klar und beruht auf emfachen 
Substitutionen. 

Bei dem"2ten Exempel 23x—Uy^U stdlt der Verf. die 
successiven Uebergänge in der Auflösung folgendergestalt zusammen : 

x—y = a 16a+7a;= 13 6 = 13 — 2e 

2a + a?=6 76+2a=13 a= c— 36= 7c— 39 
36 + a=s c 2c+ 6 = 13 a?=6— 2a«^ 91 —16c 

ys=sa?— as= 130 —32c 
Für c = 5 — n wird: 

a?= 91— 80 + 16ii = ll + 16n 
y = 130— 115+23n «= 15+23 n. 
Zur Erläuterung diene nur, dass zuerst aus der Diwion mit 

7 T 

16 hervorgeht : *"^ Tß ~^ ~ ü' 

Setzt man S'-s=sa, so folgt: 
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16a + 7jpaal3. Dmdirt man jetzt mit 

2a 
7, so eriiilt man: 2a+-=-+jr=:JUl, also wenn 

2a + s szt gesetzt wird: 

b +-=-= f^, mithin 

7ft + 2a«18. Dividirt 



2, so ergiebt sich: 9b + '^+a^^ und, wenn 

8 (-)-«■■ c gesetzt wird, findet sich 
endlich 2e+b xli^ womit die 6 Gleichungen 
in den beiden ersira Spalten bestimmt sind. Der weitere Verlauf 
der Rechnung ist nun nach dem Vorigen leicht zu übersdien. 

Betrachten wir auch die Form ax+6y = e. In Nr. 13. stellt 
der Verf. die Gleichung auf: 

24*+7y = 1000. 
Durch Division mit 7 erhält man sogleich : 

Setzt man 3x+y = a, so folgt: 
a+^ = lMl., daher 
7 a + 3 jr = 1000. Dividül man wieder mit 
8, so kommt: Zai-r+x =i ISt^. 

Man setze: 2a+x = 6; dann ist 

6+ls::1000, folgUch 

3 ( + a = 1000. Hieraus zieht man nun 
a= 1000 — 36, 
jr=6 — 2a=r76 — 2000 
Jf= ö— 3* = 7000—246. Da x,g posi- 
tive ganze Zahlen sein sollen, so folgen die 6 Auflösungen: 
(*= 2, 9, 16, 23, 30, 37. 
|y=136, 112, 88, 64, 40, 16. 
Für die Gleichung Nr. 17. giebt der Verf. folgende Auflösung: 
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[21jr+13y = a33] 
2«+y = a 13a— 5ir = 233 
Sci-^9:±£i 55— 2o=s233 
26 — a — c 2c+ 6 = 283 

6= 233— 2c 

ii=<:SS6— e==466— Sc 
a;»3a— 6 = 1165— 13e 
y=a— 2a? = 21c— 1864, 
wo «and y wr fSr cisSS eine Aufl. gestattet, nämlich jp = 8 
und y = 5. 

Dass man bei diesen Divisionen der Coefficienten zuweflen 
den QuotieMeH nm 1 g^rdiser nimmt, um dadurch die Rechnung 
zu yartinfbdhdn, läsBt sich leicht eingehen» 

Sehr im«res6lint dind aueh die Folgerung«») Mekh^ der Verf. 
aus einigte GliMchmigen aieht, deren Coefficienten besondre EigMK 
schallen haben. So folgt aus 17 j:--* 71 y = 54, weil 71 — 17 = 54, 
dass der kleinste Werth von jr um 1 kleiner als der Coeff. von jfi» 
und der kleinste Werth von y um 1 kleiner als der Coeff. von s 
ist, so dass überhäuft, wenn 

ax—ßy^ß—a 



M^ß~U 

y = «-li 



die kleinsten Werthe sind. 
9 
Ist femer: ax — /?y = cc+ß, so sind wiederum: 

"" '^ ^ ! die kleinsten Werthe. 
y = a— 1! 

Ist endlich ax — /?y =:]t(ft+/J), so sind 

Äat/J+tj ^^ kleinsten Werthe; 
y:=a—k\ 
z.B. für 19jp— lly = 60, ist 19 + 11=^=30 
also 60«. 2(19 + 11), folg!. ir = ll+ 2= 13 
und y = 19— 2 = 17. 
Vergl. J. 49 seq. 

Diese Methode Gleichungen des ersten Grades aufzulösen ist, 
me man sieht, neu und sinnreich; allein sie erfordert viel Auf- 
merksamkeit und einen ziemlich gewandten Rechner; sie theilt 
ausserdem mit der directen algebraischen Auflösung den Vorzug, 
dass sie jedesmal auf die allgeilieinen Werthe für die Unbekann- 
ten fahrt. 
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IL fleometriick« OoiistnictitB der iibMÜBBteii 
fUeichiiigeiL 

$. 181. Es Ut immer belehrend, arithmetbche Beziehungen 
durch eine geometrische Construction, d. h. graphisch zu veran- 
schaulichen. So wie man nun für bestimmte algebraische Gleichun- 
gen deren Wurzehi, sie mögen positiv oder negativ sein, in einem 
geometrischen Bilde versinnlicht, ebenso lassen sich auch unbe- 
stimmte Gleichungen vermittelst eines Coordinatensystems als geo- 
metrische Oerter verzeichnen. Es ist hier jedoch nur von den 
Gleichungen des ersten Grades mit zwei Unbekannten die Rede, 
welche unter der allgemeihen Form as'+hy » c begriffen sind. 

S* 188. JkuttmMe. Man soll di^ Gleiebung m— 6y » 

oder y SS r^ constniiren. 

D 
Y M 

M 
M 
C 
M 

A. 

P B P P P X 

Es seien iX, ÄY die beiden Goordinatenaxen; man nehme 
AB ^ 6, BC W AY^ =11 und ziehe die unbestimmte Gerade 
ACD; dann ist für jede Abscisse AP ^ s die zugehörige Ordinate 
PM ^y. 

Denn man hat AB : BC = AP : AM 
d. i. b : ü ^ X : y 

folglich y as yX, 

Der geometrische Ort der Gleichung ist daher die Gerade AD. 
%. 183. Antkabir« Man soll die Gleichung constniiren 

ax — by = +c. 
Aallttsniiir« Man kann hier die beiden Fälle unterscheiden, 
wo e entweder positiv, oder negativ ist. 
Es sei Bttn 1) «a; — by «? — e. 
. Man aetze c =t ftj. 
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Dano hat mm •x—hy s — (}, folgiidi 

C 



a , 



F Af 

B p) B P R 

i. j: D Q X 

Auf der Abgciasenaxe ÄX nehme man AD ss b^ errichte in D ein 
Perpendikel DF, mache DB ^ q und £F = a. Durch Jf ziehe 
man BR jj- ilX, welche die rechtwinklige Ordinatenaxe AY \vl B 
schneide. Zieht man nun durch B und F die Gerade BCj so hat 
man: BB : BF =z BP : PM d. i. 
. ax 



Daher, wenn QM =s y, so ist 

QM = PM + PQ oder 



y = 






Der Ort der Gleichung 
Es sei 2) ax— 

so ist 


ist demnach die Gerade BC, 
by = bq 

OS 




F 
M 


C 
M 


A B 


P' B 


P X 


G H 


Q D 


JQ K 



Y 

Sind iX, A7 die Coordinatenaxen, so ziehe man in einem 
AbStande von AG =: q durch G die GK ^ iX, mache Cl^ » t, 
DF ^= a und ziehe durch .fif und F eine Gerade GC^ 
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Nun -sei fiO = ^, dann ist: 




GD:DF= GQ: QM 




d. i. & : a » JT : Qtf 




folgUch QM = ^. 




Da nun PM » (?itf— iV, 


so wird 


PM^Üf-q, 




ax 
oder y = -7 J. 





Der Ort der Gleichung ist demnach die Gerade GC. 
$. 184. Suata« Aus der Construction der Gleichung 
ax — bg SS c ergiebt sich Folgendes: 

1) Für CJJ = ^ ist y = 0. 

2) Für negative Abscissen (s) wird auch y negativ. 

3) Je grösser x wird, desto grösser wird y und wachsen die 
Werthe von y mit denen von x in's Unendliche fort. 

4) Für jr = ist y =3 + j. ($. 47.) 

5) Endlich ersieht man aus der Figur, dass die Werthe von x 
und y in arithmetischen Progressionen fortschreiten. Denn 
es nehme ai um i zu, so muss y um ein. gewisses Ay grösser 
werden und es ist 

ax OS 

(1) für y =3 -T — q sowohl als y = -r- + q 

(2) 6(y)= <*^ — H by ^ ax +6g, daher 

(3) b{y + Ay) ^a(x+b)—bq}mdb(y+Ay)^a(x+b)+bq 
oder by+bAy ^ax + ab — bq und by+bAy=^ ax +ab + bq 
wenn davon (2) subtrahirt wird, in beiden Fällen bAy = ab, 
mithin Ay ^ a^ wie dieses auch im I. Gap. $. 22. bewiesen 
worden. 

$. 185. Aufgmhe* Es soll die Gleichung 
as + by ^ c 
construirt werden. 

AnlldsiiBg« Man ziehe unter einem helieblgen spitzeh 
-'Winkel die Coordinatenaxen AX und AY und nehme auf jener 
iB es 9, ilD SS 6; darauf ziehe man durch D die FÄ jj AX 
und mache DF = a; femer ziehe man durch A und F die AG 
unbestimmt I sowie durch D die DfT j-[ iG, welche die FB in B 
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treffe. Setzt man nun befiebig die Abflcbse ÄP ob x, so wird 
deren zugehörige Ordinato PM k g und BH der Ort der gegebenen 
Gleichung sein. 

Denn, wenn e wie vorhin s= hq gesetzt wird» so Terwaudelt 
sich die gegebne Gleichung in 
ü^f + hg = &f, odtf hy « ^^aas + bq, woraus folgt: 

Es ist aber nach der Construction: 

AD : DF =r ilP : PQ, d. i. 

: a =^ X : -T-x 



folgKch Pilf = MQ—PQ = y = iÄ— ^a« 

e 



oder jf == — jx + q, also, weil j ä -r- , 



If = ~T* + r» welches die gegebene Gleichung ist. 

Der Ort der Gleichung ist demnach die Gerade BH. 

X Y 

r 

B B M J M' B 

' •>■ " 

A F Q J* Q G 

$. 186. XoMte. 1) Wächst die Abscisae Alf aber AJ 
hinaus, so wird P&>q und daher die Ordinate P*W negativ. 
Trifit die Abscisse in J, d. h. wenn xm AJ^ so wird PQ^ iJ* siq^ 

ÜX 

also die Ordinate y = { — — = 0. 

2) Fär j: = wird y =; g, und je grösser x wird, desto 
kleiner wird y; auch bleibt für negative Abscissen dec WilHb VM 
y positiv wachsend. 

3) Aus der Figur ergiebt sich femer, wem man die Atem* 
sen um AD vergrössert, dass dadurch die zugehörigen Ordinatan 
PM zugleich um DF^ d. l a, abnehmen, dasselbe Gesetz, wi« S* 28 
bewiesen ist. 
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Die möglichen ]K>BitiTen Werthe der Gr&aien s und y sind 
also auf die Grenzen AJ und AB eingeschränkt. 



DMpbaBtische Aifgabea yob entog 6r«de, übst 
Aildaugen, als lateri&l ur Uebug. 

Nr. 1. Man soll aus der Gleichung Ix — 9y =s sowohl 
die aUgemeinen als auch die besonderen Werthe für x und g an- 
geben. 

Jkuü.9wmm^ Aus der Gleichung folgt X ^ y '^'^' ^^ 
y =s 7ii, SO ist X ^ g + 2At=z QA. 

Wenn daher i « 1, 2, 3, 4 . . . 
so ist « a: 9, 18, 27, 36 . . . 
und y = 7, 14^ 21, 28 . . . 
Nr. 2. Man soll aus der Gleichung 
3a?— 5y = 1 
sowohl die allgemeinen, als auch die besonderen Werthe angeben. 
AnAÖBumg. Es ist x = SJB + 2; y = 31t + l. 
Für £ = 0, 1, 2, 3 . . . 



i»l 4P = 2, 7, 12, 17 . . . 
y » 1. 4, 7, 10 . . . 
Nr. 3. GteichuBf: 8»— 3y = 11. 
AnJWsoBg. Es ist » B 3il + 1 ; 
Ist mm i as 0, 1, 2, 8, 


4. . . 


so ist * = 1, 4, 7, 10, 
y = -2, 3, 8, 13, 


13 . . . 
18. . . 


Nr. 4. Gleichung: 3a>— fty = 11 
Aoflteus. s =e 5il + 2; y = 
A^ 0, 1, 2, 3, 


8i— 1. 
4 . . . 



» = 2, 7, 12, 17, 22 

y rx —1, 2, 8, 8, H . . . 
Nr. 5. Gleichnog: Sl^r— Sy = 240. 
AoflViius« s SS 5£ + 9; y s 31£ + 6. 

g = 0. 1, 2, 3, 4 . . . 

X = 9, 14, 19, 24, 29 . . . 

y = e, 87, 68, 99, 180 .. , 
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Nr. 6. Gleiehung: 17*— Wy = 8. 
AnlWaiiaf. « <= 19B + 27; y = 17^ + 24. 

B a= —1, 0,. 1. 2 . . . . 

« « 8, 27, 4«, 65 

y = 7, 24, 41, 58 ... . 
Nr. 7. Gleichnng: 25*— 6y = 16. 

X = 6J + 4; y = 25A+14. 
Ist B » 0, 1, 2, 3 . . . 





80 ist 


X s 


4, 


10, 


16, 


22.. 


. 






» = 


14. 


39, 


64, 


89 . . 


. 


Nr. 8. 


Gleicbung: 


21 X 


-8y 


= 1 


>• 




AaflSssBf. 


X =s 


8D- 


-3; 


y = 


:21l>- 


-8 






D = 


1. 


2, 


3. 


• • 






aj = 


5, 


13, 


21 . 


• • 








ar = 


13, 


34, 


55 . 


• • 




Nr. 9. 


Gleichung: i 


ix+by s 


= 82. 






ABflStnag. 


aj = 


29- 


-5Ä; 


9 = 


= 32»- 


-1. 






B = 


1, 


2, 


3, 


4, 


5 



* = 24, 19, 14. 9, 4 

y = 2, 5, 8, 11, .14. 
Nr. 10. Gleichung: 13*+ 17y = 100. 
Anfltfaiuif. X = 9 — 17B; y — 13B— 1. 
Weim als o B = 0, 1, 2 . . . ■ 
80 ist X = 9, — 8, — 25 . . .... 

y== — 1, 12, 25 

In diesem Beispiele ist also eine Auflösung in ganzen posi- 
tiyen Zahlen unmöglich. 

Nr. 11. Gleichung: 17a> + 19y = 269. 
AnflSsnac. s = 8— 19ii; y = 17^ + 7. 

i = 0, 1 ■ . 

* = 8, — 11 

y = 7, 24 
Nr. 12. Gleichung: 7* + lly «= 100. 
AoflSsrnns. S = 19 — HB; y = 7B— 3. 

B «» 0, 1, 2 

X = 19, 8, —3 

y= _3, 4, 11. 
Nr. 13. Gleichung: 21* + 31y =! 1770. 
AiUUfluc. s = 21B— 12; y = 102— 81 B. 
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g« 1, 2. S 

a; = 9, 30, 61 
y = 71, 40, 9. 
Nr. 14. In zwei Säcketi befinden sich zusammen 100 Stück 
Thaler. Die Thaler im ersten Sacke lassen sich genau zu 5, im 
zweiten zu 6 überzählen. Man soll aus diesen Angaben bestimmen, * 
wie viel Stück in jedem Sacke sind. 

AitlldsiiBg« Im ersten Sacke seien 6x, im zweiten 6y 
Thaler; dann ist ßjr + 6y = 100. 

Für y = ist « = 20. Daher ist 
a?=: 20, 14, 8, 2 
y = 0, 5, 10, 15. Folg Uch 
6 a? = 100, 70, 40, 10. 
6y = 0, 30, 60, 90. 

Nr. 15. Wenn bei yoriger Aufgabe im ersten Sacke sich die 
Thaler genau zu 8 überzählen lassen, im aweiten aber, wann man 
sie zu 5 überzählt, 4 übrig bleiben; wie viel «f sind dann in 
jedem Sacke? 

AnllöiaBf« Der erste enthalte Sjt, der zweite 5y + 4, 
so ißt 8 jr + 6y + 4 =: 100, oder 

Sx + bg z=z 96. 
Für y =s ist jr BS 12. Daher ist 

s = 12, 7, 2 
an d y = 0, 8, 16. Folglich 

Sx = 96, 56, 16 
5y+4 = 4, 44, 84. 

Nr. 16. Was für ein Vielfaches von 7 hat man zu 11 zu 
setzen; damit die Summe durch 3 theilbar sei? 

AuillSflaiig. Das jt fache, so ist 11 + 7j: = 3y, oder 

3y — 7x = 11. 
Man findet nun x = 3i — 2 und y = 7i — 1 und erhält 
f ar ii = 0, 1, 2, 3 . . . 
X == —2, 1, 4, 7 . . . 
• y = — 1, 6, 13, 20 . . . 

Nr. 17. Die Peripherie eines Kreises kaim man sowohl in 
6 als auch in 5 gleiche Theile tbeilen. Wie bestimmt man ver- 
mittelst dieser Theile i^ der Peripherie? 

Birhhon, 11 
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AnflÖBimg. Man oehme die Peripherie als Einheit an und 
es seien von — abzuziehen -^ , um ^V zu erhalten. 

D D 

X U 

Dann ist ^ «l- = ^<y, oder 

6s— by = 2. 

x — 2 

Es ist also y =z x-i ? — . 

Setzt man x — 2 = 5i, so wird 

s =54 + 2, folglich 
y = 6A + 2. 
Wenn also A = 0, 1, 2, 3 . . . . 
so ist X = 2, 7, 12, 17 ... . 
und y = 2, 8, 14, 20 ... . 
Demnach ist f — |^ = -j'3, 

i — I « iV "S.w. 
Nr. 18. Aus der Gleichung 8jr + lly = 65 die Werthe 
von X und ^ zu finden. 

AaflösuDiT« Man findet ^ = 4+ 11 (7 und y=: 3 — 8C, 
c folglich a; = 4 und y = 3. 

Nr. 19. Man soll die kleinsten Werthe von x und y finden, 
welche den Bedingungen der Gleichung 

19*— 117y = 11 
Genüge leisten. 

AullöBiiBs. Diese sind 56 und 9. 
Nr. 20. Es ist die Gleichung gegeben 
2ly + 9x = 6000. 
Man soll angeben, wie viele Auflösungen in ganzen positiven Zah- 
len möglich sind! 

Auflösung. Im Ganzen sind 95 verschiedene Auflösungen 
mögUch: S. S. 44. 

Nr. 21. In wie vielen Acht- und Zwölf/?stücken lassen sich 
14a ß bezahlen? 

AafidBunff. Ex ist 8 a; + 12 j^ e= 148, oder 

2a? + 3y = 37. 
Die weitere Entwickelung giebt 

a? == 17 — 3il und y =l + 2i. 
Man erhält also folgende 6 Auflösungen: 



« = 6 


6 


6 


6 


6 


y = 1 


2 


3 


4 


5, 


* + y =7 


8 


9 


10 


11 


x~y — 5 


4 


3 


2 


1 
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mr i = 0, 1, 2, 8, 4, 5 
» = 17, 14, 11, 8, ö, 2 
y « 1, 3, 5, 7, 9, 11. 
Nr. 22. Man sucht zwei ganze und positive Zahlen, deren 
Summe und Differenz addirt^ 12 giebt. 

AaUdsmig. Die eine Zahl sei s= jr, die andere == y. 
Dann ist a? + y + j: — y = 12 

2x = 12 und 
a; = 6. 
Hier tritt nun der Fall ein, dass die willkuhrUche Annahme für 
den Werth einer der Zahlen verboten ist, während sie für die 
andere unbeschränkt stattfindet. Setzt man also 



so ist 



beide addirt: 12 12 12 12 12 

Nr. 23. Man soll 101 in zwei Theile theilen, dass sich der 
eine durch 7, der andere durch 11 theilen lasse. 

AuflSsnng. Ist der eine Theil =^ 7 a;, so ist der andere 
= lly. Es ist also 7a? + lly =: 101. 

Man erhält nun folgende allgemeine Werthe : 
y = 7(7—1 
a;=16— HC. 
Hiemach ist 7* = 35 und lly «= 66. 
Andere Werthe finden nicht statt. 

Nr. 24. Zwei Zahlen x und y zu finden, so dass sich die 
Summe derselben zu ihrer Differenz verhalte = 8:5. 
Asüdfluns« Es ist 

x + y : x—y = 8:5, folglich 
5ar + 5y = 8ar — 8y, oder 
13y = 3a?. 
Daher ist x =3 13il und y ^^ %A. 
Wenn dahe r i = 1, 2, 3 . . . 
so ist y = 3, 6, 9 . . . 
und a; = 13, 26, 39 . . . 
Nr. 25. Ein Rad hat 7 Zähne, ein zweites in dasselbe ein- 
greifendes 11 Zähne. Nach wie vielen Umläufen der Räder wird 

11* 
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derselbe Zahn des ersten Rades wieder in dieselbe Ztbnidcke des 
zweiten Rades greifen? 

Anfiösuni;. Da j^der der 7 Zähne des Isten Rades bei 
einem Umlaufe 7 Zähne des andern wegschiebt, so ist einleuch- 
tend, dass mit einem Umlaufe des ersten das andere Rad nur iV 
seines Umlaufes gemacht hat. Wenn also das erste x Umläufe 
macht, so hat das zweite -{f^x Umläufe gemacht. Es möge nun 
das 2te Rad y Umläufe machen, um der Bedingung zu genügen» 
so ist: t\* =» y oder 

Tx = \\y. 

Polglich X « —1^, dah^r für y «= 74 ist x. ^ 11 i. 

Nimmt man also i = 1, 2, 3 . . . « 



so ist X =. 11, 22, 33 ... . 
und y = 7, • 14, 21 ... . 
Es findet demnach diese Bestimmung statt: nach 11 Umläufen des 
ersten, oder 7 Umläufen des zweiten u. s. w. 

Nr. 26. Eine mit Strauchholz bewachsene Fläche von 156 
Morgen soll in zwei Theile getheilt werden, wovon der eine bei 
lOjährigem, der andere bei 16jährigem Umtriebe mit Niederwald 
benutzt werden soll. Wie gross wird jeder dieser Theile sein können? 
Anflösun;. £s sei der eine Theil = lOor, der andere 
16y Morgen, so ist 10a? + 16y = 156, oder 
5jr + 8y = 78. 
Hieraus folgt: y = 5C+1 und 
x = 14— Sä 

Wenn als o C = , 1_ 

so ist y = 1, 6 
und a? = 14, 6 
Demnach kann der eine Theil sein 16]^ = 16, der andere lOx 
= 140, oder der eine Theil' ist 16 . 6 =: 96 und der andere 
= 6.10 = 60 Morgen. 

Nr. 27. Jemand hat 2 Gefasse und in jedem eine gewisse 
Quantität Flüssigkeit. Um in beiden gleich viel zu bekommen, 
giesst er aus dem ersten in das zweite so viel, ds sdion darin 
ist; darauf aus dem zweiten wieder in das erste so viel, als nun 
noch darin ist. Hiernach findet er, dass in beiden Gelassen gleich 
liel Mass enthalten sind. Wie viel Mass waren anfanglidi in 
jedem? 
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Aolltaiinff* Im ersten seien x\ im «weiten y Maas ge- 
wesen; dann ist nach dem ersten Ausgiessen in dem ersten Ge* 
ßsse noch vorhanden x — y, und im zweiten befinden sich 2y 
Mais. Nach dem Ausgüsse aus dem zweiten in das erste sind im 
zweiten nodi befindlich 2y — (x — y) und im ersten sind nun 
2x — 2y, Es ist also 

2x'^2y =s 3y — X, oder 
3x = 5y. 
Folglich ist V = 3ii und x = 5Ä. 
Ist daher ii = 1, 2, 3, 4 . . . . 
so ist X = b, 10, ]l5, 20 ... . 
und y s S, 6, 0, 12 ... . 
Nr. 28. Wenn aber in der vorigen Aufgabe in den beiden 
Gefissen erst nach dem zweiten Ausgiessen aus dem ersten in das 
zweite in beiden gleich viel sein soll; wie viel Mass rausstea dann. 
anfanglich in jedem vorhanden sein? 

AoflüfliuiC« 

Zustand Zustand 

des I. Oefiflses desU. Geßsses 

« . y * 

X — y 2y 

2x—2y Sy— x 

3x—5y 6y—2x, 

Hiemach ist nun 

Sx^5y = 6y — 2a?, oder 
0« == lly. 
Mithin y = 5i und o? = 11 i. 
Nimmt man i 7= 1, 2, 3 . . . 
so ist X = 11, 22, 33 . . . 
und y = 5, 10, 15 ... . 
Nr. 29. Alle diejenigen Werthe von x und y zu finden, wel^ 
che der Gleichung 

Ux + Uy = 200 
in ganzen Zahlen Genüge leisten. 

Aullösiuig. Es ist X = l5--r-y — » jDaithin 

lo 

y :» Idiff 6 und o; =k 10— 14i. 
Demnach sind für i ce Q, « «= 10 und y ss 5 die einzigen ver- 
langten Werthe. 
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Nr. SO. Man soll die ganzzahligen Werthe von x und y 
aus der Gleichung 27 a;+ 30^ = 74S2 

finden, oder nachweisen, dass es solche nicht gebe! 

Anfldsans. Diese ist unmöglich, zufolge des $. 20. be- 
wiesenen Lehrsatzes, indem die Coeffidenten Ton x und y einen 
gemeinschaftlichen Faktor = 3 haben. 

Nr. 31. Zwei Brüche zu finden, deren Nenner 5 und 7 und 
deren Summe = ff sei. 

Anfltfsiuig. Aus y +-| = H folgt: 

7a; +5^ = 26 und 
y = 7 C+ 1 , sowie x = 3 — 5 C. 
Hiemach findet man für (7^0, | und ^. 
Es giebt Aufgaben, welche dem zweiten Grade anzugehören 
scheinen, die sich aber auf den ersten Grad zurückbringen lassen. 
Dabin gehören folgende: 

Nr. 32. Zwei ganze positive Zahlen zu finden, dass wenn 
die eine zum Quadrate der andern addirt wird, ein Quadrat ent- 
stehe, dessen Wurzel die Differenz beider Zahlen sei. 
AulllleaBf. Sind x und y diese Zahlen, so ist: 
x*+jf=» (Jr— y)*, oder 
x^+y = jr*— 2jry+y*, folglich 
y = — 2jry+y». 
Daher 1 = — 2x+y und 
y = 2jr+l. 
Wenn also » = 1,2,8,4.... 
so ist y = 3, 5, 7, 9 ... . 
Hiemach ist z.B.: 12-f3 = (l — 3)* oder 1 + 3 = 4, 

22+5 = (2 — 5)* oder 4+5 = 9 u..8.w. 
Nimmt man x^n^ so ist y = 2n + l. Dies smd die all- 
gemeinen Formen for die gesuchten Zahlen, denn es ist: 
n2+2n+l = (n + l)2. 
Nr. 33. Gesucht werden zwei Quadrate von der Beschaffen- 
heit, dass wei^i man zum Inhalte des ersten den Um£uig des zwei- 
ten addirt, eben soviel komme, als wenn man zum Inhalte des 
zweiten den Umfang des ersten addirt. 

AafltfsiiBg. Smd X undy die Seiten der Quadrate, so ist: 
jp2+4y = y*+4jr, folglich 
x^ — y*=s4(a? — y), oder 
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(a>+y)(«— y) =x 4(j?— jf). 
Folglich ist: a?+y = 4. Setzt man also: 
jr«l, 2, 3 
so ist: y = 3, 2, 1. 

Nr. 34. Wenn dagegen in voriger Aufgabe der Inhalt des 
ersten weniger dem Umfange des zweiten ebenso gross als der In- 
halt des zweiten, weniger dem Umfange des ersten; wie gross 
können nun die Seiten sein? 

Anllfiflaiig* Aus x^ — 4y = y2 — 4jr folgt: 

Jr = y + 4. 
Nr. 35. Es soll eine gewisse Summe von Gulden und Kreu- 
zern, z.B. 4 FL 15^Kr., in lauter Siebenern und Sieben- 
zehnern ausgezahlt werden. Wieviele Stücke müssen von jeder 
Gattung gegeben werden? 

itafldflang. Man möge x Siebener und y Siebenzehner 
nehmen, so entsteht die Gleichung: 

7jr+17y = 255. 
Hieraus folgt nun: y = 7B + l 

jr«34— 17B. 
Wenn also 2»= 0, 1, 2, 
so ist y= 1, 8, 15 
und jr = 34, 17, 0. 

Es kann die Zahlung daher nur auf zwei verschiedene Arten 
geschehen. 

Nr. 36. Man soll nachweisen, ob die Gleichung 
7jr+13y = 71 
mögUch oder unmöglich sei. 

AoilS«ang, Da die aus der Gleichung gefimdenen Werthe 
jr = 12 — 12B und y=7B — 1, für B = keine positiven gan- - 
zen Zahlen geben, so ist deren Auflösung unmöglich. 

Nr. 37. Man verlangt solche Werthe von x und y aus der 
Gleichung 7jr+19y = 1921 

zu finden, dass ihre Summe den möglich kleinsten Werth habe! 
Anlldflasf. Aus der Gleichung ergiebt sich: 
y=7C+2und 
* = 269 — 19C. 
Für C=: 14 erhält man xs« 3 und y» 100 als die klein- 
sten Werthe. 
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Nr. 38. Zahlen zu iaden, welche mit 5 dividirt — 1, mit 
6 dividirt auch '— 1 cum Reste lasseo. 

Aafldfliuifi, Offeubiur hat eise solche Zahl N die Form 
5jr— 1, sowie 6y — 1. Es ist also 

ÖiT — 1 ^ 6y — 1 oder 
J5 jr a= 6y. Folglich ist 
Xssn 6i und ysK Si; 
daher JV = 30i — 1. 
Für il = ist i\r=:— 1 
„ 4 = 1 „ JV=29 U.S.W. 
Anmerkung. Nach Stifels Lehrsi^ erhält man dieselben 
Resultate. Nach der Pr(Ae: 

Rest —1 Rest —1 
sieht man, dass es einerlei ist, diese Reste zu nehmen, oder de- 
ren Complement zum Divisor, nänüich 4 und 5. 

Nach $. 37. konnte man kürzer sogleich den Rest — 1 selbst 
für JV nehmen, wo dann — 1 + 30 oder 129, — 1+2.30, oder 
59 etc. noch andere Zahlen giebt. 

Nr. 39. Welche negativen Zahlen sind so beschaffen, dass 
sie mit 5 dividirt den Rest —1, mit 7 divid. den Rest — 2 lassen? 
Anllfiflasf • Hier ist 

JVsrs— gjr— 1 = — 7y— 2, od^ 
— 5 Jr = — ly — 1 , folglich 
7y — 5jr=: —1 und daraus findet sich 
y = 5Ä+2. 
Wenn also B==0, so ist y = 2, folglich i(r = --18 u.s. w. 
Die Bemerkoi&g lÖQdeiAurg's •) ist daher wohl begründet, 
wc^ dir sagt: 

„Das W^t Rest in der ausgedehntesten Bedeutung heisst 
namhch, was bei der Division ud^rig bleibt, man m^ nua den 
Quotienten in ganzen Zahlen, wie gewöhnüch, ganz erscMpfien, 
oder eine kleinere oder grössere Zahl dafiür nehmen. NiipMt flian 
eine kleinere Zahl zum Quotienten, ak maa nehmen kdnate, so 
wird der Rest, so gross oder grösser als der Divisor ; nimmt man 



^) leipziger Magazin fQi- ttltte und aoge^ranlhe Mathetntftflt. Herangigeben 
von Bernoalli und Hindenbarg. 3. Stack. "1786« S. 203. 
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Ar im Qaotienten, so wird der Rest dem Divisor gleich; nimmt 
man eine grössere Zahl als der Quotient nach der gewöhnlichen 
Division sein kann, so wird der Rest negativ und kann selbst 
grösser werden, als der Dividendus. Die Redaction eines solchen 
negativen Restes auf den zugehörigen kleinsten positiven, durch 
Addition des ein- oder vielfachen Divisors, fallt in die Augen. 

Nr. 40. Peter ist dem Paul 12 Kreuzer schuldig; sie haben 
kf»e anderen Münzen als Siebener und Siebenzehner. Wie soll 
Peter den Paul bezahlen? 

Anüöf^uMigm Peter gebe dem Paul w Siebener, dagegen gebe 
Paul dem Peter y Siebenzehner zurück. Es ist dann : 
7a?— 17f =12. 
Hieraus folgt: y=c IB+S und 
jr=17Ä+9. 
Nimmt man IT = 0, 1, 2, 3 etc., 
so ist y = 3, 10, 17, 24 ... 
und jr=:9, 26, 43, 60 ... 
Nr. 4L. Man verlangt zwei um 1 verschiedene Zahlen, von 
welchen die eine durch 17 und die andere durch 39 theilbar ist. 

JLoiltfflaBg* Die durch 17 theilbai*e Zahl hat die Form 
17 X, die durch 39 (heilbare die Form 39y. Es ist also: 
17« — 39y= 1. 
Daraus folgt: y= ITC— 7 
und a;= 3i9C— 16. 
Wenn daher C^ 1 , 2 . . . 
80 ist y^ 10, 27 ... 
und a;s= 23, 62 . . . 
mithin ist 11 x = 391 , 1054 . . . 
and 39y = 390, 1053 ... 
Nr. 42. Man soll diejenigen Werthe von x finden, für welche 
(19«~i):140 eine ganze Zahl wird. (Gauss. Di»<)u. p. 20.) 
AaiUiflasf« Man setze 

19a? — 1 

19j:— 140y=:l. 
Die Auflösung dieser Gleichung giebt: 

y» 191^+ 8 und 
« = 1401>+59. 
Wenn also D = 0, so ist jr = 59 und ^ ss 8 u. s. w. 
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Nr. 43. Aus der Auflösung einer unbest. Gleichung ergab sich 

» = 17(7~ 7. 
und a; = 39(7— 16. 
Ein Schriftsteller giebt folgende Fonnebi für x und y : 

y=:10 + 17n 

a? = 23 + 3911. 

Es fragt sich 1) ob letztere Werthe aus den ersteren sogleich 
abgeleitet, und 2) wie man daraus die ursprüngliche Gleichung 
zwischen s und y herleiten könne? 

AaHösniif zu 1): Man setze 17(7 — 7 = 10+17n, so folgt 

(7=1+1». 
Nimmt man also 1+n statt (7, so wird 

y = 17(7— 7 = 17 + 17n— 7 = 10 + 17n und ebenso 
aj=:39(7— 16 = 39(l+n)— 16 = 39n+23. 
Zu 2): Die gesuchte Gleichung muss die Form 
ax — 6y= c 
haben, bei welcher (§.22.) die Reihe der o;- Werthe nach dem 
Exponenten i der anderen unbekannten Grösse y fortschreitet, sowie 
die der y- Werthe nach a. 

Man hat also 17:r = 17 . 39 (7— 17 . 16 

und 39y = 17 . 39 (7— 7 . 39 , folgUch 

17aj— 39y= 1 
und dies ist die ursprüngliche Gleichung. 

Nr. 44. Eine Zahl zu finden, die mit einer Reihe von ande- 
ren Zahlen multiplicirt, inmier Producte giebt, welche aus drei un- 
ter sich gleichen Ziffern bestehen und so beschaffen sind, dass die 
Sunune der Ziffern eines jeden Productes gleich der -Anzahl der 
Einheiten des Multiplicators ist. (Grüson, Algebra, Rerlin 1821.) 

Auflosuiii^. Ist iV die gesuchte Zahl, x der Multiplicator 
und y die einzelne im Producte vorkommende Ziffer, so hat man: 

1) J\r.jr= lOOy + lOy+y, oder 

JV . a: = 1 1 1 y . Nach der 2ten Red. 

2) Jr=3y, folglich 

3) 3yiV= Uly, oder 

3JV= 111, mithin 
iV = 37. 

X 

Nach (2) ist y = -5-. Setzt man also 
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jr = 3 i , 80 folgt 
y = i4. 
Wenn also is=l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
80 istx=s3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27. 
Man erhält demnach folgende Reihe: 

37 37 37 37 37 37 37 37 37 
3 _ö_9J2 15 18 21 24 27 
111 222 333 444 555 666 777 888 999 
Nr. 45. Von einer steigenden geometr. Progression ist das 
etzte Glied ^ = 64 und die Summe aller Glieder S = 127 gegeben. 
Gesucht wird das erste Glied a = s und der Exponent e = y. 

Aail00asg« Bei der geometr. Progr. besteht die Formel 
für die Summe der n ersten Glieder: 

e — 1 

127=^1^^; folgUchist 

JP + 63^=127. 
Hieraus findet sich: fl; = 63i+l, sowie 
y=2-i. 
Ist nun i4 = 0, 1, 
so ist y = 2, 1, 
und a? = 1 , 64. 
Der letzte Werth o; = 64 fällt weg, weil die Progr. steigend sein 
soll; es giebt also nur eine Auflösung. 

SaMta. Für 5 = 381 und ^ = 192 erhält man die Glei- 
chung 189 y=: 381 — X, aus welcher sich ergiebt: 
a?=^189i4+3 
y = 2— i. 
Ist hier i = 0, 1 
so ist y = 2, 1 
a; = 3. 192. 
Es kann aber nur das erste Glied =3 und der Expon. ==2 
sein. Dieser Umstand giebt einen Wink, dass diese Aufgabe sich 
in eine bestimmte yerwandelt, wie wir auch sogleich bei der 
folgenden Aufgabe sehen werden. 

Nr. 46. Von emer geometr. Progression, deren Glieder sowie 
der Exponent ganze Zahlen sind, ist die Summe und das grösste 
Glied gegd>en. Man yeriangt das kleinste Glied und den Exponenten. 
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AnflSflunc. Es ist 5= "^ 

Nehmen wir nun asso; und e=ig^ so hat man . 

5=»i^, oder 
y— 1 

Sy—Sssty—r, folglich 

Hitfatts ergiabt sich: y = ^ — - — ^^ ■ . 

Diese letzte Gleichung hat aber offenbar die Form einer Di- 
visionsgleicbung, wo S den Dividendus, S^t den Divisor, g den 
Quotienten und x den gebliebenen Rest darstellt, woraus folgender 
Lehrsatz hervorgeht: 

„Wenn man bei einw steigenden geometrischen Progression 
die Summe der Glieder durch den Unterschied zwischen dersel- 
ben und dem letzten Gliede dividirt, so kommt der Exponent 
heraus und das erste Glied bleibt als Resf 

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich auch 
leicht durch die wirkliche Division bei jeder beliebigen Anzahl von 
Gliedern der geometr. Progression, deren erstes GUed =a, deren 
Exponent s=e ist. 

Nehmen wir z. R. die 6 ersten Glieder und setzen: 
5= fl«*+a€* + ac*+(w2+ae+a, so ist 

t = ae* und S — t=^ae^+ae^+ae^+ae+a, folglich 
g 
giebt die Dirision von -^- — , oder 

ae^+ae*+ae^+ae+d]ae^+ae^+ae^+ae^+ae^+ae+a[e 
ae^ + ae* +ae^+ae^+ae^+ ae 

Rest a 
und so bei jeder anderen Anzahl von GMedem. 
Es sei z.R. 5=: 118096 

und I :s=i 78732, so ist 



S—t= 39364. 
Dividirt man hiermit in die Summe, so erhält man: 
39364] 118096 [3 
lieftM 
Rest 4 
Es ist also das iepste Gütd « »:= 4 and der Exponeiit jb a»a. 
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Anmerkung. Mit gehöriger Einschränkung lisst Bich die- 
ses Verfahren auch auf solche Progressionen anwenden, bei welchen 
Brüche vorkommen. 

Nr. 47. Durch welche Ziffer muss die Stelle Ton * in der 
dekadischen Zahl 10*1 ausgefüllt werden, wenn diese Zahl durch 
3 theilbar werden soll? 

AoflSflong. Heisst die mit dem Sternchen bezeichnete Ziffer 
X, so ist: le« 1 = 1001+10«. 

Da aber diese Zahl durch 3 theilbar sein soll, so hat man: 
1001 + 10a? = 3y. 
Hieraus folgt: x=^iÄ—2. 
Ist also A^l, 2, 3, 
so ist fl?» 1, 4, 7. 
Mithin sind hier nur S Auflösoitgen möglich. 

Nr. 48. Es ist eine arithmetische Progression gegeben. Man 
soll dasjenige Glied derselben angeben, welches durch eine gegebene 
Zahl theilbar ist. Es sei das erste Glied =3, die Differenz oder 
der Exponent =19; gesucht werden die Glieder, welche durch 17 
theilbar sind. 

AaflStang. Nennen wir das gesuchte Glied =x, so ist 
der bekannten Formel f=za+(ji — l)d gemäss 
3+(a? — l)19 = 17y, oder 
19a? — 17y = 16. 
Aus dieser Gleichung findet sich: 
X = 17B+8. 
FürB=0, 1, 2... 
ist x = 8, 25, 42 ... 
Es ist demnach das 8te Glied der Reihe, nämlich 186, zu- 
nächst durch 17 theilbar. 

Nr. 49. Von einer anderen Progression ist das erste Glied 
= 2, der Exponent = 3 ; man verlangt 1) das nächste Glied, wel- 
ches durch 13, und 2) das Glied, welches durch 15 theilbar ist. 
Aaflötang. Zu 1) Man erhält hier die Gleichung 
2 + (a? — l)3 = 13y oder 
3j?— 13j/ = 1, folglich 
flc=sl3i— 4. 
Für i = 1 ^hält man o? = 9 u. s. w. 
Zu 2) Ist unmöglich. (S. $. 20.) 
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Nr. 50. Von einer arithmetischen ProgreBsion ist das erste 
Glied e= 3 und das 8te G£ed durch 17 theübar. Wie gross ist 
der Exponent dieser Reibe? 

Aafl$8aaf • Ist der Exponent ss x und wird die durch 17 
theilbare Zahl = 17y gesetzt, so hat man die Gleichung 

3+7a?=:17y. 
Daraus folgt: x = 172?+2. 
Nimmt man A = 0, 1 , 2 . . . 
so ist o; = 2 , 19 , 36 . . . 
Probe. 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 11 ... 
3, 22, 41, 60, 79, 98, 117, 136 ... 
Nr. 51. Wieviel Pariser Fuss ä 144 Par. Linien und wieviel 
Rheinländische Fuss ä 139 Par. Lin. muss man nehmen, damit 
zwischen ihnen ein Unterschied von einem Pariser Zoll stattfinde? 
Aoflösang. Man nehme x Par. und y Rhdnl. Fuss, so 
entsteht die Gleichung: 

144 a?— 139y = 12. 
Hieraus ergiebt sich: «=139(7-|-58 
y = 144(7+60. 
Für C= 0, 1 etc. findet man 
a? = 58, 197 etc. 

y=:60, 204 etc. Es sind demnach in 
den klemsten Zahlen: 

58 Par.' — 60Rheinl.'= 12'" Par.; denn 
58 Par.' =58.144 =8352 Par.'" 
und 60Rheinl.' = 60.13 9 =8340 „ 

folglich der Unterschied = 12'" oder 1 Par. Zoll. 
Nr. 52. Umgekehrt, wieviel Rheinländische Fuss übertreffen 
eine gewisse Anzahl Pariser Fuss um einen Par. Zoll? 

Auf Idfloai^. Man nehme x Rheinl. und y Par. Fuss , so 
erhalt man: 139a? — 144y = 12. 

Daraus folgt : y = 139 C— 58 
und a; = 144(7—60. 
Für C=l findet man a? = 84 und y«»81. 
Es sind daher: 84' Rheinl.— 81' Par. = 12'" Par. oder 

28' Rheinl.— 27' Par. = 4'" Par. 
tfan kann demnach im Niherungswerthe setzen: 
28 Rheinl. Fuss = 27 Par. Fuss. 
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Nr. 53. Eine Gesellschalt Ton 100 Personen wollte in einem 
Hotel speisen. Der Wirth, ein eigener Mann, wollte die dazu nö- 
thigen Flaschen Wein auf einem Tische in acht Reihen aufstellen, 
so dass in jeder Reihe gleich viel Flaschen ständen ; da fehlten aber 
in drei Reihen eine Flasche. Er versuchte es, sie zu demselben 
Zwecke in neun Reihen zu stellen; da fehlten aber in acht Rei- 
hen eine Flasche. Ein Fremder, der dem Wirthe aufmerksam zu- 
gesehen hatte, fragte: Sie rechnen wohl auf jede Person eine 
Flasche? — „Dann blieben mir liier sehr viele übriges antwortete 
der Wirth. So rechnen Sie wohl zwei Flaschen auf jede Person? 
— Dann fehlen mir hier noch einige. — Nun wieviel Flaschen 
haben Sie denn überhaupt da aufgestellt? „Sie wissen schon ge- 
nug, rechnen Sie die Zahl selbst aus'\ 

Anflfifluiif • Der Wirth habe zuerst in jede Reihe x Flaschen 
gestellt; dann hatte er 8x — 3 Flaschen in diesen 8 Reihen zu- 
sammen. Das zweite Mal habe er y Flaschen in jede Reihe ge- 
stellt; dann ist ofTenbar die Gesammtzahl der Flaschen 9y — 3. 
Man erhält demnach die Gleichung: 

Sx — 3 = 9y — 8, oder 
Sx — 9y = — 5. Hieraus folgt nun 
a: = 9il+S, sowie y= 81-)- 5. Daher ist die 
Anzahl aller Flaschen: 8a; — 3» 721+43. 

Wenn also i= 0, 1, 2, 3 ... 

so ist a;= 5, 14, 23, 32 . . . 

und 8aj — 3 = 37, 109, 181 , 253 . . . 

Der Wirth hat also 181 Flaschen auf dem Tische gehabt, da 
er bei 100 Gästen ä 1 Flasche, 81 über behält, dagegen bei 2 
Flaschen ä Person nur noch 19 fehlen. 

Nr. 54. Em Landwirth will ein rectanguläres Feld mit Räu- 
men besetzen, von denen er fast 300 Stück hat. Setzt er in jede 
Reihe 25 Stück, so bleiben ihm 19 übrig; pflanzt er aber in jede 
Reihe 30 Stüdi:, so fehlen ihm noch 6 Stück, um die letzte Reihe 
vollständig zu machen. Wieviele Räume hat er? 

Auflödaair. Er habe x Reihen ä 25 Stück gepflanzt; so 
hat er 19 übrig. Daher ist die Anzahl der Räume = 25 a; +19. 
Setzt er aber y Reihen ä 30 Stück, so fehlen ihm 6 Stück. Er 
hat also 30 y — 6 Räume, mithin ist 

25a?+19 = 30y— 6. 

Daraus folgt: x^QA-^l und y = 5i. . 
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Wenn daher i « l , 2, 3 . . . 

so ist »= 5, 11, 17 ... 

y= 5, 10, 15,.. 

und 25a:+19 = 144, 294, 444 .. . 

Nr. öS. Ein Forstbedienter wird beaufti*agt, einem DepuCa- 
■ listen statt 60 Klafter l elliger harter Scheite, eine Quantität weiche 
und harte | elliger Scheite so abzugehen, dass bei ktzteren der- 
selbe Geldbetrag nach der bestehenden Taxe herauskommt, als wie 
bei ersteren 60 Klaft. Nun ist der Preis einer harten |eBig. Klaft. 
3 Thfa*. 16 Ggr., bei einer harten |ell. Klaft. 3 Thlr. und der eiiier 
weichen | ellig. 2 Thlr. 8 Ggr. Wieviel Klaft. wird der Forstbed. 
¥on letztem beiden Sorten geben können? 

Auf ioflunf • Er gebe x Klaft. hartes und y Klaft. weidies 
Holz. Dann erhält man die Gleichung: 

BaP+2^y 60.3}, oder 
9x+lff :ä660. 
Hieraus folgt : y = 93 — 9£und»»7£+l. 
Wenn also: B= 0, 1, 2 ... 
so i$t 0? = 1, 8, 15 . . . 
und y = 93, 84, 75 ... 
Nr. 56. Die Garnison in einer Festung kostet täglich 100 
Fl. = 6000 Kr. zu unterhalten. Ein CaTallerist kostet tkf^ 21 
Kr., ein Infanterist .9 Kr. Wie gross ist die Anzahl von jeder 
Gattung? 

Aaflddang» Sei die Anzahl der Inf. =:a?, die der Cavall. 
Bsy, so hat man: 9x+21y ^ 6060, oder 
Bx+ 7y = 2000. 
Hieraus folgt : y » 3 i +2 und 
a; = 662~7i*. 
Wenn also i — 0, 1, 2 94 

. , ,_ 662, 655, «48, 4 

so ist ' 






ly« 2, 5, 8, 284. 

Nr. 57. Man soll in den arithmetischen Progressionen 

21, 42, 63 (Expon. 21) 

9, 17, 25 (Expon. 8) 

diejenigen GUeder finden, welche einander gleich sind. 

AoflSsnng. Es sei dies in der Isten Reihe das xte und 
in der 2ten Reihe das ^tie Glied, so hat man folgende Gluchung: 
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21+(a?— 1)21 = 9 + (y— 1)8 oder 
21j?— 8y= 1. 
Daraus folgt: a? = 8P— 3 und y — 2lD — 9, 

Für P = 1 findet man x = 5 und y = 13. Das 5te Glied 
der ersten Reihe ist =105 und ebenso ist das 13te Glied der 
2ten Reihe = 105 u. s. w. 

Nr. 58. Es sind zwei arithmetische Progressionen gegeben: 

I. 3, 8, 13 (Exp. 5) 

n. 0, 3, 6 (Exp. 3). 

Was muss man zu jedem GUede von (I) und was zu jedem Gliede 
m (II) addiren, resp. snbtrahiren, damit zwei neue Progressionen 
entstehen, bei weichen die redproken Producte denselben Rest 9 
geben, wie bei den Reihen I. imd ü.? 

Anflddiaflfi« Zu jedem Gliede m I. werde x und zu jedem 
Gliede m II. werde y addirt, so erhält man folgende Gleichung ($. 59.) 
(3+a?)3 — öy = 9, oder 
. 3a? — 5y = 0. 
Es ist also: a? = 51 und y = 3i4. 
Für i=l, 2, 8 ... 
a?=5, 10, 15 ... 



**^|y=3, 6, 9 
Die beiden gesuchten Progressionen smd daher: 
8, 13, 18 ... 
und 3, 6, 9 ... 
Nr. 59. 5 Pfund Wasser von x^ Reaum. und 

3 „ „ „ y^ „ geben zusammenge- 

gossen 8 Pfund 50® warmes Wasser. Wieviel Grad können jene 
Mengen hd)en? 

AafidflaBf • Nach der Richmann*schen Regel erhält man 

die Gleichung: — ^ — ^ = 50, oder 

5x+3y = 400. 
Für y =5 erhält man x = 80. 

Wenn also y= 0, 5, 10, 15 ... 
so ist a? = 80, 77, 74, 71 ... 
In dieser Reihe kömmt auch natürlich der Fall vor, wo 

^ ssf y r=£ 50 ist. 

Nr. CO. Es will Jemand täglich 10 Meilen zurücklegen und 
iieitier Gesundheit wegen ebensoviel vor der Mahlzeit als nach der 

B$rkkan. 12 
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Mahlzeit zu Ftts» g^hen, .dabei wo möglich sehr wenig fahren. 
Nun aber braucht derselbe gehend zu einer Meile 1 Stunde 40 Min.^ 
im Wagen aber dazu 1 Stunde 30 Min.; wieviel Stunden wird er 
daher täglich gehen und wieviel fahren müssen, um seinen vorge- 
setzten Zweck zu erreichen? 

Airfidflaair. Er gehe täglich x Stund, und fahre y Stund.^ 
so erhält man die Gleichung: 

i^+ iy= 10, oder 

9fl?+10y= 150. 
Für xsr erhält man sogleich y == 15. 

daher: P^,J'1J' 20... 
|y=:15, 6, —3 ... 

Wenn das Reisen nicht hin und her, soadem vorwärts gehen 
9oU, so kann hier nur eine Auflösung stattfinden, nämlich 10 Stun- 
den täglich gehen und 6 Stunden fahren. 

(Aus Büchner*s Sanmüung algebraisch - physikalischer Auf- 
gaben. HaUe. 1836. p. 9.) 

Nr. 61. Zur Decorirung eines Zhnmers wünsch^ man die 
Wände (oder den Fussboden) nüt regulären Zwölf- und Dreiecken 
von gegebener gemeinschaftlicher Seite auszulegen. Es wird ge- 
fragt, ob dies möglich sei und wie viele dieser Polygone an dem- 
selben Punkte aneinander zu legen sind? 

Aaf Idfluni^. Da der Eckwinkel des regul. Zwölfecks » f A 
und der des gleichseitigen Dreiecks =|A^ so bezeichne man die 
Winkelzahl von jeder Art, die in einem Punkte vereinigt siad, mit 
s. und y\ dann erhält man die Gleichung: 

|a?+|ya:4. 

Hieraus folgt: x=2A und y = 6 — 51, und die .^UflB 
Auflösung ist a: = 2, y = 1. 

Es ist demnach möglich, den Boden mit Zwölf- und Drei- 
ecken zu bedecken, nur müssen von der ersten Gattung doil^pelt 
so viel, als von der zweiten genommen werden. 

(Aus Ritt's Aufgäben über Geometr. u. Trigon. Stuttgart 1851.) 

Nr. 62. Ein Franzose schuldet dnem Holländer 3l Franken. 
Ersterer hat aber nur 5 - Frankenstücke im Besitz; der Holländer 
hingegen führt nur halbe Ducaten bei sich, von denen jeder emen 
Werth von 6 Franken hat. Endlich entledigt sich der Er^^^a^e 
seiner Schuld auf die Art, dass er dem Holländer eupe. Anzahl 
5 -Frankenstücke giebt, diesier ihm aber, so viele. h#ß 0i)C«tai 
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zorftckzahlt, dass er zuletzt noch dl Franken, als den Betrag sei- 
ner Forderung von dem Frßnzosen in Händen hat. Wieviel Fran- 
ken gab der Franzose dem Holländer und wieviel halbe Duckten 
zahlte ihm dieser zurück? 

AuflSdunff. Der Franzose habe x 5 - Frankenstücke , der 
Holländer y halbe Ducaten ä 6 Fr., so ist: 
5a;~6yc=31. 
Daraus folgt: y^&A — 1 und a; = 8i + 5. 
Wenn also i= 1, 2, 3 ... 
so ist a; = li, 17, 23 ... 
undy*« 4, 9, 14 ... 

Nr. 63. Bei der Auflösung einer unbestimmten Gleichung mit 
2 Unbekannten hatte Jemand für x die beiden benachbarten Werthe 
a?', x" und jßr y die zugehörigen y', y" gefunden. Da aber die 
ursprüngliche Gleichung nicht mehr vorhanden ist, so wird gefragt, 
wie man dieselbe aus diesen Angaben herleiten könne? 
Da x^x\ »" und 

rßi . y"— »'' . y' = c , sofern j ^,, ^ ^^ , 

Da nun x"—x^ = 6 Uftd y" — y' = a, so ist die gesuchte 
Gleichung ax^by = c. 

Ist dagegen x** >x* und y"<y', so erhält man die Gleichung: 
ax+by = c. 
Es sei z.».: «==11, 18 

y=^l§, 2S, so ist 
- 11X25 — 15x18 = 5 = (T. 
Femer ist: 18—11 « 7 = 6 und 25 — 15 = 10 = a. Daher hat 
die Gleichung ax^ — 6y =a <J die besonder^ Form: 
10a?— 7y = 5. 

Nr. 64. Aus den beiden unmittefcar aufeinander folgenden 
Werthen für x und y, nämlich a;=öl6, 5 und y = 8, 15, die 
ursprüngUche Gleichung wieder herzustellen. 

Aiifl4(8ttiif. Diesen Werthen entspricht^dfe For» der ge- 
Btt^än Gifeicfctogi «ar+*y = c. 

Nun ist- 16.15 — 8.6 = 200; 
. ; - 16-^6 =s 11 tmd 15—8^7, also die gesuchte 

Gleichung: • 7a;if-Uy = 3K)0. 



12 
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Nr. 65. Man toll die C^chungeii: 

1) ~ = »+i 

2) |- = «+f 

nach der positiven ganzen Zahl o? aufldsen. 
Anflöfluni^, Aus 1. folgt: flp«3y+l 

aus 2. „ «=r:5s+2. 



Es ist also: 3y + l=:5s+2. Hieraus findet man 
z^iB+l; y = 5Ä+2 und x^lSB+1. 
Ffir f s: ist also x == 7 die kleinste Zahl. 

Nr. 66. Gegeben } ^ 

2) n"=*+^^- 

Anllftüaiiip. Man erhält: 

8jf — 1U+1äO. Daraitt feilt: 

» s=s 8 C+8 ; mithin 07 Ä 88 C+ 37. 
Für C «i ist also a? = 37. 

Nr. 67. Gegeben ( 

2) n ="*+*• 

Avfldsaiiip. Es ist: 9y SS Hz+x. Daraus erhält man: 

» = »(7—7; y = 14<7— 10 und x» 126(?— 90. 
Für Ca=l ist a?Ä 36. 



1) l-=f+t 



3 

Nr. 68. Gegeben < 2) y = Ä+f 

Anlltfffuttf» Aus 1. und 2. folgt: 

3 y = 7 « + L Die Auflösung dieser Qhi-: 
chung giebt: ä = Sil— 1 und y = 74— 2, 

Aus 3. folgt: a7=3lOt;+9 nnd, da nach 1) o; = 
214 — 4| so findet man: 4 = 10 £+3 und mithin; 
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iüBi210D+Ö9, 
wo für Da der kleinste W«th 2? = 59 ist 

II) Sic — 2a; = 36 
2) 2io — 3^ = 24 ' 
3) 7y— 4« = 20. 
IMhn y«rlangC die Werthe yon x, y, z, u> in positiven gan- 
zen Zahlen. 

Aafltfdattf. Aus 1) und 2) folgt: 

9y — 4a; = 0, also 

4) f = |«. 
Dieser W^th in 3) gesetzt, giebt: 

und ;s=3 7JB4-2. Daraus folgt femer: 
x = 9 (l+B) , mithin hach 4) : 
^ yssi4t(i+B). Endlich ergiebt sich aus 1): 
• ^w=?6(3+B). . : 

Wenn also: 21= 0, 1, 2, 3 < 
so ist s= 9, 18, 27, 36 . 
y= 4, 8, 12, 16 . 
Ä= 2, 9, 16, 23 . 
11^=:= 18, 24, 30, 36 . 
AaflSdiuiiP 2. Aus 1) folgt: 

a? a= w — 18+-^. Setzt man 

4) io=:2i, so ist 

0=:3i— 18. Aus 2) und 4 folgt 

Ä 
f »i— ,8+-5-. Setzt man 

Ast 3^, so ist 
6) y=s4Ä— 8, folglich wird 
a? = 9B— 18 

tos 6 £' und nach 3) und 5) ist 
» = 7Ä — 19, 
wobei B nicht unter 3 angenommen werden darf. 

Anmerkung. Diese Werthe fallen mit den vorigen zusam- 
men, wenn man B=zn — 3 setzt; alsdann wird: 
a7=:9+9Ä=9n— 18 
y = 4+411 -c4fi— 8 



«= 2+^B«*7ii— 19 

AaflSflong 3. Ba die CoeflBcieAt^ von tr, a;, y, x in den 
letzten Gliedern atifgehen, ^o setz» man: 

in (1) für x=iO^ so ist 9io=^ 66, also 10= 12 

in (2)fur y = 0, i»o ist 2ioa;t U,Ü9^wi^ 12 

in (3) für y = 0, so ist 4«=" — 20, also « = *^. 

Aus der Gleichung (3) folgt, daas üb W^rtbs vM s um 7 

zunehmen, also auch die ton y am 4. Da nun die Werthe von 

w den beiden ersten Glefehunglin entsprechen müssen, so bilden 

sie eine Reihe, welche um 6 zunimmt « wlbr^d di» Werthe ftr jr 

um 9 zunehmen. S. §. 22, 

Anmerkung. Üie Gleichungen 1) und 2) verwandle man 
in folgende: • 4^ u^— 6 o? = 106 

4to — ey=s 48. 
- Ist nun « irgend ein Werth von o?, no ist die allgemeine 
Formel für x^a+dn. 

Ebenso findet man: yi^ß-^-in 

■ und w=s i+6n, 
wodurch sogleich eine • allgemeine Auflösung gefunden ist, wenn 
nur et, ßy y^ d zuvor; wie vorhin bestimmt worden sind. . 

Nr. 70. Vier fahlen von der Eigenschaft zu finden, dass 
die Summe der*eiden ersten, der dritten Zahl und ihre Differenz 
der vierten Zahl gleich sei. 

A,i»l|faB|isi güsd die vier JaUeB w, y, z, t, so hat man: 

1) iP + y = Ä 
' 2) • ip-^y = r.* Hieraus folgt : 

3) t g)^ t+ff.. Dies in (1) substituirt, 
gM>tr4) 9!/+t^z, f^lgKdi: 

5) y = -^. Setzt man diesen Werth 

vony in (3), so erhält man: 6) a? = ?^ 

M^ kaiyi nvn die ^^etx « nnd | beli^ig «timfaneA. Es 
sei z.B.: z=ß und ^«2; so ist acs* 5 uad f.iP'8» .' 
Sei ferner: ä = 5 und ^^ 5= 1 ; so ist oi^ 3 und y = 2. 

Verlangt man mi^ gai^f 2^U^;.tu^:ay y, «, /, so müssen 



ffir % und t Mlebe Weitke genottimeli werden, deren Summe und 
Differenz durch 2 tfaeilbar. sind. 

Nr. 71. Eine Frau trug einen Korb voll Eier in dl« Stadt 
:mn Verkauf, traf aber mit Jemand 2usammen, der die Eier zer- 
braob. Die Frau klagte auf Schadenersatz und der Richter renir^ 
tbaUte den Uebeltbäter zum Bezahlen sfimmtltcber Eier, sobald dia 
Frau angeben k&nm » wieviel sie gehabt habe* Sie erinnerte sich» 
^as« b^im Einzählen der Eier in den Korb zu zweien, dreien, vicran* 
fimfen und secbsen immer 1 übrig geblieben sei, aber beim Ein* 
zahlen zu 7 kein Reat geblieben wäre. Wieviele Eier waren es? 

AioMmmg* Die reguläre Auflösung ergiebt folgende Glei« 

cbungen ; 

2jp+1 ■= 3y + l = 4ä+1 =5^+1 =b6u+1 « 7i^. 

r^ach {. 37. lässt sich jedoch kürzer eine Zahl N finden , welche 

äen 5 ersten Bedingungen entapricht. Es ist nämlich: 

iV = 60 ^ + 1. Man setze nun 

l^ms. eOi^l und suche v. Dann ist 

4i4+l 
vcs 8iH — -=^. Man erhält endlich 

JV== 4200—119. 
Ist also D=r: 1 , 2 . . . 
so wird JV=r301, 721 ... 
Nr. 72. Jemand kauft 30 Stämme Eichen, Erlen mi Kie- 
fern für 100 »ip. Eine Eiche kostet 6 »^, eine Erle 1 if|S und 
eine Kiefer 4 vifiy wieviele Stämme waren ee von jeder Gattung? 
Aalldniuif, Es seien o) Eichen, y Erlen und » Kiefern, 
aobati^an: 1) sß+y+ z^ 30. 

2) ß»+y+4«s=« 100. 
Aus diesen Gleichungen erhält man: 



y«16- 


2s 
5' 


Se(2t man * = 6A, so 


wird 


a? = 14- 


-3i 


, y = 16 — 2i. 




Wenn daher i = 1 , 


2, 


3, 4, 




so ist jr = 11 , 


8, 


5, 2 




» = 14, 


12, 


10, 8 




«= 5, 


10, 


15, 20. 




AallSaiuif 2. Aus den 


Gleichungen y eliminirt, eriiält 


man: 


S«+4» = 


70. 




Man setze «»0, so ist ^ 


r = ] 


14, folgUcb: 
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a?« 2, 5, 8, 11, 14, 17 ... 
Ä = 20, 15, 10, 5, 0, —5 ... 
30— (*+s)=y^ 8, 10, 12, U, 16, 18... . 

Nr. 73.* Unter eine gewisse Anzahl Arme, welche mehr ab 
MI, aber noch nicht 20 beträgt, soll der Ertrag emer Sarondong 
Terthieilt werden. Vor der Vertheilung entschliesst man sich jedoch, 
noch 5 Arme daran Theil nehmen zu lassen und noch soviel Geld 
aufzubringen, dass Jeder ebensoviel erhält, als es bei der anfangs 
beabsichtigten Vertheilung der Fall gewesen wäre. Ohne die zweite 
Sammlung würde der Einzelne 19 Pf. weniger bekommen haben. 
Es fragt sich nun: 1) Wie gross war anfangs die Zahl der Em- 
pfänger? 2) Wieviel erhält Jeder? 3) Wieviel musste bei der «wei- 
ten Sammlung einkommen? 

AaflS<angf. Die Anzahl der anfänglichen Armen sei =jr, 
die erste Vertheilungssumme ^y Pf., die nachträgliche ass. 

Es ist also: 1) i^=^ir- Daraus folgt: 

2) 5y=5«, also y = — -. 

Wenn nun ein Armer bei der ersten Summe 19 Pf. weniger 
erhält, so werden allejr+5 Arme offenbar 19(jr + 5) Pf. weniger, 
d. i. X Pf. weniger erbalten. 

Daher ist: 3) 19jr+95 = *. 

Wenn also jp= 5, 10, 15, 20... 

so ist s rs 190, 285, 380, 475 ... 

und y = 190, 570, 1140, 1900 . . . 

Da nun o; > 10 und < 20 sein soll, so giebt es Mer nur 
eine Auflösung, nämlich 15 Arme (=x) und 1140 Pf. war die 
erste Summe und 380 Pf. betrug die zweite Sanounlung. 

.. . Nr. 74. Man fet im Stande, die Peripherie eines Kreises mit 
Hülfe einer elementar -geometrischen Construction in 3, 5 und 17 
gleiche Theile' zu theilen. ' Wie bestimmt mau mit Hälfe dieser 
Theile ^, ^^ und ^1^ ^fer Peripherie eines Kreises? 

AaflSflong • Setzt man die Peripherie =: 1 , so erhält man 
die Gleichungen: 



*) lllustr. Zeit. Nr. 67. 1844, woselbst man eioe andere Aaflösaog nach- 
^ lehen kann. 
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Aus I. oder 17*— 8 y = 1 folgt: 

»» 3Ä — 1; y • 17Ä— 8. 

Wenn daher Ä = 1, 2 

. (a? » 2, 5 . . . 
»y = 11, 18 . . . 
Aus n. oder 17jPi — 5fi = 1 folgt: 

jTt =* 5Ä— a undyi « 17Ä— 7. 

Wenn also B = 1, 2 

•rvi s 3, 8 . • . . : 
^^:^M,.=.10, 27..:.. 
Aus m oder 17 a?,, — 15y„ = 1 folgt: 

AT,, = 15Ä— 7; y,, = 17Ä— 8. 
Wenn also A = 1, 2 . . . 
so ist Wf, =: 8, 23 . • . 
y,, = 9, 26 . . . 
Bezeichnet man nun die Peripherie mit y^ so ist 

VrP = 1p— i+p; Ap == Ip— Hp; iflrP « Ap — Ap^ 

zu welolieD Hoch ando^e Werthe gefunden werden können. 

Nr. 75. . In einer Rechnung steht Folgendes : 
1 Elle : 1 «<)( 1< Gr. = 5«4 Ellen : «61 ^. Da wo ein * steht, 
sind die Ziffern .unkenntlich oder verwischt Was waren das für 
Zahlen? 

Aafl#ssfig.. Bian hat hier 3 unbek. Grössen emzufuhren, 
wonit sidi di^* gegebene Proport, in folgende verwandelt.: 
1 Eile : 34 + o; Gr. =«r 504 + lOy EUe : 2400s + 1464 Gr. 
Daraus folgt: 

240Dir + 1464 »r (34 + a;)(504 + lOy) 

= 504 (34 + 4P) + 18yr34 + a?). 
Da nun das Product 10y(34 + d») nothwendig mit einer NuU en- 
digt, so muss das Product 504(34 + dß) mit einer 4 endagen. Diess 
kann aber nur stattfinden, wenn « entweder «= 2, oder = 7 ist. 
Setzt man x = 2, so erhält man, nach gehöriger Reduction 
60« — 9y » 417, oder 



60*— 417 • 
^^ 9 . • 

Ffir jr = 8 wird y zu einer gaiuen Zahl s= 7. 
Fijr X— 1 wird 240s— 41y » 1920, folgtich, da 240^ 
1920 aufgeht, so findet man y = und ji = 6, welche beiden 
Werthe der Aufgabe Genüge leisten. . 

Nr. 76. Man soll a«s lOpföndieem, .4pfuiii. und Spfiond. 
Zinn 20 Pfund Splfindiges Zam zu^ammensetaen.. Wie viel muss 
von jeder Sorte genommen, werden? 

Aofltfsonf, Unter, n pfundigem Zwn versteht man das- 
jenige, welches zu 1 Pfd. .Blei it< — 1 Pfd. reifes Zinn enthält; so 
ist z. B. 10 pfundiges .ZiHa dasjenige, w^hes auf 9 PfiL Zinn 
1 Pfd. Blei besitzt <ftinere» aU lOpfutidigcs pflegt nicht yerarbeitet 

zu werden). 

Man nehme nun sp Pfl vom 10 pfändigen 
y -. - 4 . 
« . - 3 - ., 
so erhält man folg^sde Gleichungen: 

I) x+ y-f jf=20 
H)A«+|y+l«== l«i oder 
54x+45y+40« = 960. 
Elimiuirt man y, so ergiebt sich 

9x—ix = 60. 
Da 5 in 60 aufgeht, so setze man « = usd man bekiörait 
0? = 0, 5, 10, 15 . . . 

z sc —12, —3, 6, 15 . . * 

also y == 32, 18, 4, — 10 . . . 

Es besteht demnach nur eine Auflösung, flämlich: 
X a= 10; y =3 4 und JR s» 6. 
Nr. 77. Eine unbestimmte Aufgabe enthält die GlcichuiiCMi: 

1) 5a — 2y + Ä = 110 

2) 2a? + 3y — s = 100 

und gestattet weder Null n^h negative WerÜie för die Unbekann- 
ten. Es soUen theilt die Grenzen der Unbekannten bestimmt, theils 
eisige AuflAsungen der Aiui^be gegd>en werden. 

AmMBrnuag* Addirt man <1) zu (2), so erhält man 

3) 7« + y *== 21«. 
ffieraos iölg);: y cee 7 4 

X SS 30^i und 
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j m Hi— 40. 
Eliminirt man x aus (2) und (1), go ktaimt 

4) \%y^1i «289. 
JUs (1) und (4) Mgi nun leicht, dass 

ID<3« f<210 % > % 

« < 27^. y > I4ff * < »ao. 

. Wenn tt un i CS 8, 4, 5 29 

• 1«= 27, 26, 25 l 

8# ist: y » 21, 28, SS 2M 

* « 17, 36, 55 »11. 

Tir. 76. Mm soll aus der Gleichiing 

4x + 9y + 10i^» 103 
die allgemeinen Wert^ ffir 0, y und ir findäi. 



. Eaist 1) jr =s JE 

2) y ?= 4w + 8— 2s 

3) tt? = f)9 — 9io + 2y. 

Nr. 79. Man soll die Zahl 100 in drei Thefle theilen, von 
der Ai%, diss, ««nn nan den «raten mit 17, den zweiten mit 11, 
den dritten mit 3 MoitipMeirt und Inerabf diese Prodade addu*t, 
die Summe = 880 sei. Wie gross sind die Theile? 

AvAtonaf* Sind o;, y, r diese Thefle,. so eAflt man die 
Gleichungen: 
." ': 1) nW+lly + 3f =± 880 und 
2) x+ y + J8 = 100. 
Eliminirt mau x und setzt A = 3£ — 2, so erhält man 
X = 4B— 2 und y = 76 — 7 A 
Für B = 1, 2, 8 . . . 

IX as 2, 6, 10 . . . 

y « 119, 62, 65 . . . 
« = 29, 32, ä5 . . . 
( . Nh 8O1 Man «oU die bleimte Zahl finden , wekhe durch 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

dividirt, beziehlich die Reste 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 giebt. 
Aafltfflnng. Diese ergiebt sich sehr leicht aus dem im 
1. Cap. bewiesenen Lehrsatse. bt also N die gesuchte Zahl, so 
erhält man iV= 1.2.3.4.5.6.7.8. 9--1 ; aber wegen der 
gememschafllicheniXligtolreQ wird ' 



— 188 — 

JV = 25a*— 1 =r «619, 
welche Zahl das Verlangte leistet 

Nr. 81. Ein Foirstmann hat eine gewisse Anzahl Ahome, 
Ulmen und Eschen zu verpflanzen , die jedoch zutammeQ nedi nicht 
1000 Stück betragen; will er solche in 7 Reiten. verpflanzen, so 
bleiben ihm 3 t will er sie in 5 Reihen verfilflanzen« so bleiben ihm 
2, wifl er si^ aber in 9 Reihen verpflanzen, so bleiben ihm 5 
übrig; wif viele. Pflanzen können es gewesen sein? 

Aiifl#flfinf • . Er i^etze x Bäume in jede der T Reihen, so 
ist die Anzahl der B^upiß = 7 a; + 3. Nimmt er y Bäume in 5 
Reihen, so ist diese Anzahl « 5y-f 2, und aimmt. er x Bäume 
in 9 Reihen, so ist sie ^ 9z.+ 6. Es ist also 

7aj+3 =? 6y + 2 = 9« + 5. 
Aus der Vergleichung der beid«ii . ersten Ausdrücke findet man 
X = 6B + 2 und 7a; + 3 = 33B + 17. Diei^s mit dem dritten 
Ausdrucke verglichen, ergiebt: B ä9Z) + 3, sowie jr=35D + 13. 
Daher ist die Anzahl der Bäume = 0z + 5 =r 315D + 122; sie 
kann daher nur 437, oder 752 bctri^en. 

Nr* 8^ Man sucht ä.Zahjen, welche den baiden-Olddiingen 
entsprechen: I) Sx+ iy+ Is =^ 560. 
2) 9fl? + 23y + 49* »2820. 
AufMiNiMi;. Nach Eliminirung von » edät Man < 
6y + Ux = 620. 
Daraus folgt x = 35A— 20; y = 124—4211 und ir «= 15^11. 
Wenn daher Ä =? I, 2, 

so ist ar = 15, 50. 
y = 82, 40. 
, rpr 15, 30. 
Nr. 83. Es werden vier ganze Zahlen gesucht, deren Summe 
1000 beträgt. W^nn man je zwei derselben addirt, so^* kommen 6 
Zahlen in arithmetischer Progression. 

Aiif4«(i«nf. Sind x, ffj jk, « die 4 gesfuShten'iEaUen, so 
hat man folgende Gleichungen: . 



»+» 


= 


a 


x + t 


= 


a+ d 


»+tt 


3= 


a + 2d 


y + . 


= 


a + Si 


y + « 


^ 


M + ii 


* + « 


= 


a+5rf, t 



fol^cfa 



_ 188 ~ 

a<y-fSyf «* + 3w = 6<i + 15<, oder 
«+ y+ M+ « = 2a+ 5rf= 1000. 
Hiernach findet man d as 2t und a s: 600 — 5/. 
Wenn also ( == 1, 2, » . . . . 

so ist a = 405, 400, 465 ... . 

d = 2, 4, 6 

Da fOr a nur gerade Zahlen gelten kfianen, so wird, wenn a = 400 
vcad-d =s 4: 

« + y a 400 
« + « <= 404 
« + « = 408 . 
y + X s= 502 
y + tt = 506 

<+« a= 510, woraus sich leicht «viebt: 
» = 241, » = 240, « = 253, « = 257 u. a. m. 

Nr. 84. Man will für 100 .4» iusgesammt 100 Pfd. Waare 
nfadich das Pfund zu 10 ^, 5 ^, 2 .# und | .^^ kaufen. Wie 
viel Pfunde kann man von jeder Sorte in ganzen Pfunden eriialten? 

JkutUamtg» Man setze der Reihe nach «, y, *, « Pfd., 
so hat man : 

1) »+ y+ *-j- « = 100. 

2) 10» + 5» + 2* + |« = 100. Hierausfolgt: 

3) 19a! + 0»+3i = 100. 

Es ist also Oy + 3* =5 100— 19x. Für « = 1 und 4 erhaUea 
y und * positive Werthe. Man findet nämlich 

für (F = 1 1 1 1 1 1 i 1 1 

»=123456789 
« = 24 21 18 15 12 6 3 
«=.74 76 78 80 82 84 86 88 00. 
Setzt man ferner 

. » = 4 4 ■ 4 . . . 

so ist y s= 1 2 3 . . . - 

j» =s 5 2 -* 1 . . . 

« = 90 02 04 ! ! ! 

■ Hr. 88. £8 ka«a Jemand SO Stück Vieh, Ochsen, Sehweine 
und Kälber, für 684 t^; und zwar einen Ochsen zn 40 ^ ein 
Schwein zu 8 .^^ änd ein Kalb «a 3 ^. Wie viel Stück hat er 
Ton jeder Art bekoMnent 



Autlämnm^ Er liabe s Ochten^ y^ 8cKviF|«ie utidr t Kälber 
gekauft, so ist: 1) w\- fß+ m 9k: &0. 

2) 40« + By + 3jr s= «ai. 
Hieraus ergeben sich die aUgemeitien Warthe 
flP a* 7 + 5f 
y «: 55 —37/ 

i = 321^12. 
Wenn also r = 0, 1, 2 

so ist a? = 7, 12, 17 

y = 55, 18, —19 

M =—12, 20, 42. 

Nr. 86. Man yerlaugt eine rierziffirige Zahl, in welcher die 
erste Ziffer links zur letzten addirt 8 giebt; die zweite und dritte 
zudamoAen 7 geben; und dasj» die Summe der ersten und dritten 
I von der Suniine der beiden andern sei; 

Aaflöaans* Sind x^ y, x, u die gesuchten Ziffern, so hat 
man 1) «+ u «= 8 

2) y + 1 == 7 

3) oj + J» -» i(y + m), oder 

4) 8 dp + 5 z— 2w — 2y « 0. Nun ist die doppelte Summe 
Yon (1) und ( 2): 2a? + 2i +2« +2y=30, f olghch 

bx + 6x «»äO, oder 

x+ X =: 6. Subtrsdiirt mdn diese 

Gig. von (2), so erhält man y — op = 1 oder dp= y — I. Ebenso 
tndet man leicht x = 7 — y und u = 9— y. 
Setzt man also y ~ 2, 3, 
so ist X ^ 1, 2, 
* ^ 6, 4, 
tt = 7, 6, 
Die gesucfafen Zahlen können daher sein: 

1257, 2346, 3435, 4524, 0913, 61^2. 
Nr. 87. Jemand macht ein6n Einkauf an Kaffee zu 16 Ggr., 
und Thee zu 3 i^S das Pfund, und^ Zucker k l^fd. iSf Ggr. Im 
Ganzen bezahlt er 25 if .* Wie viel Pfd. thee", Raffee und Zucker 
hat er gekauft? • • ' 

JkmfUhmmm. Er hdie x Pfd. Thee, y Pfd. Kaffee unT s Pfd. 
JSttcker gdwift, so ist: ^ 

72dp + 16g + 12f «*g 600» ^ier 
lSx+ 4y+ ^* ^ l&^r ibo 



4, 


5, 


«, 


7, 


8, 


4, 


•5, 


6, 


3, 


2, 


1, 


0, 


5, 


4, 


9, 


2. 



m - 



' = 


50^6«— 


t 


. . / 


• 




SeUt man y «= 3i 


. 4« 

, ÄoftfY 


= 4i. 


daher 






z :m 


6Q--P*— 


iA. 








Wenn also 1=1, 


1, .1, 


1, 


1, 


1, 


1. 


und »^ 1, 


2, . 3, 


4, 


5. 


6, 


7, 


so ist j; =: 40, 


34, 28, 


22, 


16, 


10. . 


4, 


y= 3, 


3, 3, 


3, 


3, 


3, 


3. 



die entoprechenden Werthe: 




9=1. 1, 


2, 


« *^ 0, 1, 


0. 


ar SS 10, 7, 


8, 



F&r Ji a I und « ^ 7 werden alle folgenden Werthe von 
M ilegativ. Eben solche Gruppen von Auflösungen ergeben sich, 
wenn man i( = 2, 3, 4 etc. setzt. 

Nr. 88. Wie viel 4-, 8- und 12- Groschenstücke kann man 
für 2 preuss. Thaler erhalten? 

Aafitfsang. Ist die Anzahl der Viergroschenstücke = a, 
die der 8- Gr. -=: y und die der 12 -Gr. -Stücke = je, so erhalt man: 
ia + 6y + 12t = 48, 
aj + ay+ 3s = 12, 
folglich d; =^ 12— 2 y — 3s, Hiernach finden sich 

2 etc. 

l 

5 - 

Nr. 89. In 4 Gassen liegt Geld. Vermehrt sich in der erste« 
(Üarsse die Zähl der Münzen {s) um t, so ist ihr Inhalt fünf Drittel 
so gross als der der zweiten; erhielte die zweite Casse (y) diesen 
Zuwachs , so würde ihr Inhalt =« dem Doppelten der dritten sein; 
erhielte aber die dritte Casse («) diesen Zuwachs, so würde ihr 
Ihhalt s* d^m dreifachen Inhalt '(u) der vierten sein. Welchen In- 
halt habfcti die Gassen? 

AoflKsaas* Man erhalt für diese 6 Unbek. folgende 3 
Ctleiolningent 

1) Ä + t ^ f y 

2) y+t t=i:-2s 

3) * + f == 3ii. 

Aufr 2 und S folgt: y— s = äs — 3«; daher ist 

u == — s; — = *"-•!• Setzt man y = 3i, so wird 
u sq Mr-Ä^ diess in (3) sahst, giebt t «» 2s — 3i. 



Ferner wird 9 = -*-2« + 8i. 

i a 1 100 



Nimmt man abo j ^ ^ 2 ^^ 

so ist4 dP » 4 200 

y » 3 300 

u r= 1 ..... 200 

I s 1 300 n. 8. w. 

Nr. 90. Eine Bauerfrau hat Gänse (x). Hähner (y), Enten (x) 
und Tauben {t) , insgesammt 140 Stück verisauft , jede Gans zu 
10, jedes Huhn zu 6, jede Ente zu 4, jede Taube zu 2 Mgr. und 
daffir 26 ^ 24 Mgr. gelöst; wie viel Stück hatte sie von jedem? ^ 

Aofldflung. Man hat folgende Gleichungen: 

1) x-i- y+ z+ t ^ IM 

2) 10aj + 6y + 4* + 2^ = 960. 
Elimiiiirt man ty so bleibt: 

3) 4a; + 2y+ 9 =340. Es ist also 

^ * ^ 4 4 4 ' 

Setzt man y = 2i und x = 4A, dann ist 

5) « = 85 — i— Ä, wo dann i+l'< 85 sein muss. 

Für i == Ä wird x = 85 — 2Ä; y = 2Ä; s = 4S und 
^ = 55 — 4A. Es darf daher B nicht grösser sem als 13. 

Man erhält hiemach folgende 13 Auflösungen: 
B =: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Ä = 83 81 79 77 75 73 71 69 67 65 63 61 59 
y= 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 
ji = 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 
r = 51 47 43 39 35 31 27 23 19 15 U 7 3. 
Für Ä =z 2B erhält man wieder eine Gruppe von 10 Auflösungen. 
Für A =i 4B findet man 7 andere Auflösungen u. s. w. 

Nr. 9L Ich habe 4 Zahlen; wenn ich x mit 2^» y b^ 2|f 
X mit 3} und r mit 4f multiplidre und alles addire, so kommen 
jedesmal 120. Welche Zahlen sind es? 

Es ist 2^x+ 2}y+ 3i«+ 4|l = 120 

____ (ou 

folgl. 150 » + 160 y + 2a5 j: + 286 f =* 7200. 

^a' ' ' . 10 y + 75f + 138l 



--r- 118 -.- 



Seil0y+75«+l38« = 


ISOi, so ist 


iSOi— 75«— 138« 


UA It 13r *'+/'. 


Seifemer 5«+Ö^=10ä, 


soist,-l«V*=2B V- 
5 5 


St 
SeUt mah t = 5 C, so ist -^ = 


8(?, also « = 2B— 8C. Hier- 


nadi indet man endlich 




Sita 48 —UA + nB+l2€ 


9 = IbA — lbB— 9C 


X = 2B— 8(7 


t * 5C, 




yiiAm B > 4^ und A.> B+ ^C angenommen werden muss. 


Wenn dalier i •» 6, 


7 . . . 


B=^ 5, 


5 . . . 


(?= 1, 


1 . . . 


so ist o = 29, 


18 . . . 


»= 6, 


21 . . . 


«= 2, 


a . . . 


t = 5, 


5 . . . 


rjr«be. 


29 . 2i = 72J 


13 . 2| = 32i 


6 . 2f = 16 


21 . 2| = 58 


2,3}= 74 


2 . 3} = 7i 


5 . 4| = 24 


5 . 4f = 24 



lao. 



120. 



Nr. 92. Es sollen 4 Zahlen von folgenden Eigenschaften ge- 
funden wel'den : ihre Summe soll t:= 18 , und die Summe der Ersten, 
doppelten 2'^, 3 fachen dritten und 4 fachen 4^ === SO sein. 

Aufldsaiig« Sind diese Zahlen nach der Reihe x, y, z^ t^ 
so ist 

2) a? + 2y + 30 + 4( = 50. 
Subtrahirt man beide Gleichungen, 90 hat man: 

y + 2Ä + 3f =: 32, folgUch 
^ ^ a2-3^-y ^^g_^_£+y Seir+y = 2i, so wird 

Berkhan, 13 



— IH - 



y =r:2i— /ands= 16— f~i, sofwie «s 2^^< — A. 



Wenn also i = 1, 


4, 


4 


« =» 1, 


6, 


5 


so ist 4P = 2, 


4, 


3 


y = 1, 


2, 


3 


* = 14, 


6, 


7. 



u. s. w. 



Nr. 93. Ein aufrecht stehendes Quadrat ist durch zwei Ver- 
tical- und Horizontallinien in 9 Fächer abgetheilt; man sdB diese 
9 Fächer mit solchen ganzen Zahlen ausfiUlen, dass die Summe 
Ton je drei Zahlen, welche in gerader Linie stehen, 15 ist. Wie 
heissen diese Zahlen? 

Anüdson^* Bekanntlich versteht man unter einem Zau- 
berquadrate die Herstellung solcher Zahlen -Grappen, welche 
allemal eine feste Summe geben. Da die Bildung der Zaubierquadrate 
Interesse gewährt, so möge hier die voll^ndige Auflösung folgen. 

Man bezeichne die 9 Felder mit den Zahlen: 

und deren Sunrnie 15 all- 
gemein mit 5; dann erhält 
man die Gleichungen: 

l)i+i?+C=S 

2) B+E+F=S 

3) G+H+I = S 

4) A+D+G = S 

5) B+E+H^S 
«) C+F+I=S 

7) A+E+I=zS. 

8) (7+iB+ff = S 

Aus diesen eliminire man systematisch die Unbekannten J, H, G, 
F, D folgendermassen : 

Aus (7) und (6) folgt : C+F— i— Ä = (9) 
Aus (6) imd (3) folgt: B+E+ G— /=0 (lt>) 
Dazu (7) addirt, giebt : A+B +2E— G-S (11) 
Aus(8)und(4)folgt: il+D— C— Ä=0 (12) 
Aus (11) und (8) folgt: A+B + C+ 3JJ = 25 (18) 
Davon (1): A+B + C =5 



A 


B 


C 


D 


E 


F 


6 


H 


I 



so resulUrt: iE = S und mitlun 
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ffieraus eipebt sich nun, dass die Zahl im Mittelfelde, nlm- 
lich S, allemal der dritte Theil der Summe S sein muss. 

Nach (12) ist i+D— C— |- = 0. Daraus folgt: 

D = |+C-i. 

Man kann nun für C und Ä willkührllche Zaiüen annehmen, 
g 
doch darf A nicht > C+ ö* sein- 

Wenn daher i = 4 4 8 

C=i 2 6 

8= 15, also £=ö 5 5 

B = S—Ä—C=S 9 1 

S 



so ist: D 



3 



+C—Ä=i 3 3 



F=S—D—E=6 7 

C=S— i— D=7 8 

H=S—B—B=.2 1 

/=S— C— F=8 6 
Für andere Werthe von 5 lassen sich nach diesen Formeln 

alle 9 Zahlen ebenso leicht finden. Die 3 bestimmten Quadrate 
von der Form 15 sind also: 



7 
4 
9 
2 



4 


8 


3 




4 


9 


2 




8 


1 


6 


4 


5 


6 


3 


5 


7 


3 


5 


7 


7 


2 


6 


8 


1 


6 


4 


9 


2 



Anmerkung. Merkwürdig ist eine mechanische Regel zur 
Bildung der Zauberquadrate, deren Seiten von ungerader Zahl sind. 
Dieselbe soll von den Indem abstammen. Nach derselben lassen 
sich unendlich viele verschiedene Quadrate herstellen, bei welchen 
die Zahlen in arithmetischer Progression fortschreiten, wie folgen- 
des Schema zeigt: 



18* 



— 166 



a+ld 


a 


a + bd 


a+2d 


a+M 


a^6d 


a + 3d 


a+8d 


a+ d 



S = 3a+12(J. 



a+l^d 
a+22d 
a+ Sd 



a+2id 



a+ M 



a+ld 



a+Ud 



a+ndiO+lbd 



a+ M 



a+ 9d 



a + lOd 



a+lld 



a+nd 



a+l2d 



a+18d 



a+2U 



a + 19d 



a+Wd 



a+21d 



a+ 2d 



a+ d\a+ Sä 



I 



Hier ist S= ba+6Qd, 
Anmerkung. An Scfiriften über Zauberquadrate ist die 
mathem. Literatur nicht arm. Unter den verschiedenen Schrift- 
steUern erwähnen wir nur: Kircher (Arithmologie)» Arnaud (Nou- 
veaux Elemens de Geometrie, 1667), Agrippa von Nettesheim (De 
occulta philosophia) , Bachet de Meziriac (Problemes plaisans 1612 
und 1624), Frenicle (Divers ouvrages de Hafhematique et de Phy- 
sique, Paris 16931 ; Poignard ; Kollier des Ourmes ; Ozanam ; "Stifel 
(Arithmetica integrä I. Cap. 3.), Adam Riese (Rechenbuch, 1550), 
Cornelius Capito (Alle magischen Quadrattafeln zu verfert. und viele 
100, 1000, ja millionenmal zu verändern, Glückstadl, 1767), Vieth 
(Leipz. Magazin), Klügel (Commentatio de quadratis magicis, Halle 
1806). Diese akadem. Gelegenheitsschrift übertrifll alle vorher- 
gehenden an Gründlichkeit und Ausführlichkeit. Vieles aus den 
altern Schriften ist in Wiegleb's natürl. Magie (fortgesetzt von Ro- 
senthal) übergegangen, de Fibre, Zauber -Quadrate und Würfel 
(Hamlnirg 1834). 

Man sieht daraus, wie viele Mathematiker und Lid»haber sich 
mit diesem Gegenstände beschäftigt haben. Für den Situationscal- 
Gül bietet die Theorie der magischen Quadrate und Würfel keine 
geringe Aufgabe. 

Nr. 94. Diophant. H. 18. Man finde drei Zahlen von der 
Beschaffenheit, dass wenn von der Summe der zweiten und -{- der 
ersten +6 subtrahirt wird ^ der zweiten +7; femer von der 
Summe der dritten und ^ der zweiten +7 subtrahirt ^ der dritten 
+8 und endüch von der Summe der ersten und -f der dritten 
+8, subtrahirt wird \ der ersten +6, alsdann die drei Reste 

gross seien. 
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AidM^ung. Sind or, jr, « dies^ Zahlen, so hat man: 
y+ix+a—Hy+l) =: r = iy+ix— 1 

a?++«+8— (|a?+6) = r = |a?++Ä + 2. 
E& ist also: -fy + la?— l = f»+i«+2, oder 
I- iy— +«=»3 + |a5 und 

^Ä + i»— l=|a?+|Ä+2 oder 

Eliminirt man aus L und IL die Grösse y, so findet sich 
m. li.«=12+i^a? oder 
1»0«« 420+119«. 
Hieraus efhält man mm: 

Ä=ll»ö+49 

SÄrl3(H>+50 

y = 114D+46. 
Wenn daher D= 0, 1, 2 ... 
so ist 07== 5a, 180, 310 ... 
y = 48, 162, 276 ... 
x=349, 168, 287 ... 
Nr. .95. Ein Weinhändler hat viererlei Weine, das Mass zu 
48 Kr., m 40 Kr., zu 30 Kr. und zu 16 Kr., welche er so 
mischen will, dass das Mass 36 Kr. koste. Wieviel matö er von 
jedem nehmen? 

Auflltottni^« Er nehme vom: 

48 -Kr. -Wein x Mass, so kosten sie 48 a? 
40 ,, y ,» T, 40y 

30 „ Ä „ „ 30« 

16 „ M „ „ 16ti. 

Man erhält demnach folgende Gleichung: 

48«+40y+30« + 16w = 36a? + 36y+36Ä+36w. 
Nach gehöriger Reduction ist: 

\2'x+iy=:6z + 20 u , oder 
ea?+2y = 3ä+10w, folgUch 
y ==!'«+ 5m — 3a;. 
Nimmt man tut z eine gerade Zahl, für u und x aber solche 
Zahlen an, dass 3a? von |ä + 5m abgezogen, einen positiven Rest 
giebt, so erhält man jedesmal eine Auflösung in ganzen Zahlen. 
Sei z.B. a?=2, a^=2 und m = 1, dann ist y=:2. Für ««=6, 
li = 1 und JT = 3 , ist 9 =K 5 a. s. w. 
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Nr. 96. Es ist gegeben die geometrische. Progression 
27 36 48 64. 
Was muss von jedem Gliede subtrahirt werden, damit die Reste 
in arithmetischer Progression stehen? 

AuHömnufg. Man bezeichne die Subtrahenda mit Xy y, x^ tj 
so muss 27 — a?, 36 — y, 48 — «, 64 — t eine arithmetische Pro- 
gression werden. Es ist also: 

36— y— (27— a?) = 48— »— (36— y), oder 
9— y + a?« 12— « + y, d.i. 

I. (y— jr)+3 = * — y. Femer muss sein: 
48 — Ä — 36+y=:64— r— 48+*, oder 

J2 — («— y)= 16— (f—«), also 

II. («— y)+4=f— «. Hieraus folgt 

in. ^ = 2ä+4— y. 
Man hat daher nur . zwei unabhängige Gleichungen und vier 
Unbekannte. Aus diesen folgt, dass 

y >Xy %>y und t>z sein muss ; daher 
kann man für o;, y beUebige Zahlen y>x und jr<27 anneh- 
men, wodurch dann % und t bestimmt werden. 

Setzt man 0?» 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 etc.. und 

y ar 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 etc., so wd 
nach I.: iss: 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 etc. und 
nach ID.: ^ = 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 etc. 
Man hat also : 27 36 48 64 geom. Progr. 
1 2 6 14 



26 34 42 50 arithm. Progr. 
Oder: 27 36 48 64 
5 6 10 18 



22 30 38 46, und hier ist die Diifer. 
der arithm. Progr. t — « = 8. 

Setzt man a;= 1, 2, 3, 4, 5 ... und 

y = 3, 4, 5, 6, 7 ... so wird 
nachl.: 2^ = 8, 9, 10, 11, 12 ... und 
nach in.: t = 17, 18, 19, 20, 21 . . . Also 
27 36 48 64 geom. Progr. 
1 3 8 17 



26 33 40 47 arithm. Progr. 
Hier ist die Differenz ==« — » = 7. 



— !•» — 

JNr. 97. Die klmnste und alle ubrigeD ZMm ku finden, 
welche durch 11, 13, 15, 17, 10 dhidirt, die resp. Reste 
0, +15, —1, +3, —20 lassen. 
AullödiuMi. Den Bedingungen d^ Aufgabe zufolge erhält 
man folgende Gleichungen: 

Ua?= 13y+15 = 15»— 1 = 17/+3 = 10m— 20. 



N„„ i,^.^^lh+ll=y + l + Ufi^y^l + 



2(y+2) 



11 *'*^ 11 *"*' 11 ' 

Sei y+2= lli, 80 ist f s lli-r2, also 

a>=lli— l+2i = läi— i. Daraus folgt: 
143 i— 10 = lös und ( 

x=9Ä+~ ^*^~^\ Sei 4i— 5 = 15Ä, so ist 
A=iB+l + ^^^. Sei 3 B+ 1 = 4 (7, so ist 

B=C+ ^^. Ist C— 1 a= 3 D, 80 folgt (7= 3D+ 1, 

also £»4i)+l und A-=15D+6; daher 
* = 143I>+47. 
Es ist femer: 15«— 1 =21452)+704 = i7t+3, folglich 

t- 126 D 4-41 +^±^^. Sei 82> + 4= 172f, so ist 

2 p 1 

P = 5Jg— 1+ . Man setze 2JS— 1 = 3f, so 

wird If = ^^ = F+^. Sei F+1 = 2fi, so ist 

F= 2G— 1. Daher hat man JSr=3C— 1 undD=17C— 7; 

folgüch: < = 126(17C— 7)+4l+^^^~p^=2145C-842, 

ako 17f+3s: 3646dff— 14311 = 19m— 20. Dara«s fblgt: 

tt = 1919C — 752+ *^~'*' Mansetze4fi— 3=19£r, 
in 

«o ist 6 =: 4Jy+^i^tli nnd, fOr H+l = 4J, «rgid»t sich 

H=il — 1, sowie 6 = 197-4. Diesen Werth von 6 in die 
vorige Gleichung gesetzt, erhält man: 

w= 1919(19/— 4)— 752+ ^^^^^~*^~^ oder 

1 «7 

« = 86465 7—8429. Endlich erhält man 
19m— 20= 6928387- 160171. 



Bär /» 1 findet nun die kkinete gesuAht» Zahl 3=582664; 
für / = 2 erhält man ^22649» u. 3. w. 

Andere AnlUtaans-iiarclicyklfBClieFeriodeB. Man 

bestimme die Ordnangszahl der Complex. 

(11) (13) (15) (17) (19) 
0, +15, — l, +3, —20. BanneiMtman 



aus 



13 . IS . 17 . 19 62985 



11 



11 
15 . 17 



Ift 



■ lä 

11 . 18 . 17 . 19 



TT 
5929d 
18' 
4618» 



Am, Rest 19 



11 



13 
13 . 15 



11 



17 
13 . 15 



W 
. 19 40755 

36465 



17 



19 



Nach $. 169 erbflU: q^ sofort,:. 
lli + 

130 + 15 



. 62965 < 



19 



für i=0 



8 ' 
15 g— 1 

4 
171? + 3 

loj;— a» 



^^295» 5329^ „ fa=5 
.46185».= 508079 ,» C« 3 



4075&S: 366T96 „ J?»» 



36465 = —182325 „ E = 



Orc^- Zahl =1225499. 
Diiqdirt man dieielbe durdi das Preduct aller Reihenialileii, ' 
n9jq]jph 1 1 . 13 ■ 15 • 17 . 19 =;i 692885 , so erhält man zum Reste 
932664, die gesuchte kleinste Zahl, wie vorliin. 

INr 9& E6 Jtidd, drei Kauflewte A, B, C\ A hat 2n'Eilen 
Tu^ch, Ei 34, (7 41 vnd verkauft keiqec die. EUe theiyer als der 
andere. Nachdem sie ihr sämmtliches! Tuch verkauft, bat. keiner 
mehr Geld gelöst, al^ der andere. Es entsteht nun die Frage, 
wie diiesis» zugegangen ist? 

AaflSaaiHK. Ofe^bar wird die Au]Cgal>c uw dadurch mög- 
lich, wenh man anff^o^i^kt, da^s. die. KauQetttf. ihr- Tuch an mehre- 
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reu Tagen zu gleichen Pmsen veikaufl kabeA, der eine mehr^ der 
andere weniger Ellen» 

Es habe nun verkauft: 

^m Isten Tage: am 2ten Tage: 

i X EUen ä m^ %1—x Ell«n ä n i^ 

iJ y »» ^ w „ 34— y „ ä n „ 

C « V ä t» „ 41—« „ ä n „ 

Der Erlös von A ist also = 191«+ 27 n — nx 
„ n u * » n :^ i«lSi + 34n— njf 
„. „ », C M „ — m« + 41 n—n«. . 
^ajcb, der Bedingung erhält man folgende Gleichungen; 

I. ma;+27n — nx^my^Mn — ny, eder 

(»I — n)j?= (w— ii)y+7n 

II. «iy+34n — tiy = tii«+41n — hä, oder 

<m — n)y = (m— n)»+7n. 

* 4 I iui^ (m— n)y+7n , In 

Aus L fiolgt: jr;=;^^ — . ^ . ■g*iy+- — - 
m — » fß — w 

„ (m — n>+Tn ^ 7n 

„ IL ,, y'^ ' ^ ■' — =^*+;;: — ;;• 

m — n m— n 

Die unbestimmten Zahlen m und n können beliebig angenom- 
men werden; sollen jedoch x, y, z nur ganze Zahlen sein, so 
möäsen m und n solche Werthe erhalten, dass m — n in 7 n aufgeht. 

In 7 

Setzt man «1 = 2 und » = l, so wiyd = tz — ^ = 7 ; 

m — n A — 1 

daher a? = y+7 und y = jB+7, also jpa=Ä+14 und aus dem 

Werthe von y bestimmen sich dann die von y und x. 

Wenn also ä « 1 , 2 , 8 13 , so ist 

a? = l$, 16, 17 27 und 

y= 8, 9, 10 20. 

Der Wertii von « = 13 muss jedoch ausgenommen werden, 

weil sonst a?= 27 ist, so dass A am ersten Tage alles und am 

zweiten nichts mehr verkauft haben wurde. 

Probe. 

i verkaufte I ^- "^"8 *^ ^- ^ ^ ^ = 30 ^ 
A verkaufte jg ^^.^ ^^ ä 1 „ = }2_^ 

27 ,. 4ä «^ 

g )1. Tag 8 „ a 3 „ = 16 „ 

" J2. Tag 26 „ ä 1 „ = 26 „ 



34^ „ 42 ^ 
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^ . ^ )1. Tag 1 EU. ä 2f4i=: 2 ^ 

41 „ 42 •^f 

Nr. 99. An Lastwagen werden 3 Pferde oft so vertheilt an- 
gespannt, dass an das Ende der Wage, rechts von deren Dreh- 
punkt, eine kleinere Wage angebracht wird, an welcher 2 Pferde 
ziehen, .während Unks nur ein Pferd wirkt. Auch sieht man zu- 
weilen, dass die 3 Pferde unmittelbar an die grosse Wage ange- 
hängt werden. Wie ist hier die Vertheilung zu treffen? Das allein 
stehende linke Pferd heisse i, die beiden anderen Pferde aber mö- 
gen B und C heissen, die Entfernung des Hypomochlions von A 
sei z, die von B aber x, die von C y und die Länge der Wage a. 
Welcher Werth ergiebt sich für «, jr, y? 

Aoflösaiii^. Die Physik lehrt, dass wenn beim Hebel Gleich- 
gewicht bestehen soll, die statischen Momente gleich sein müssen, 
d. h. dass das Product aus der Last oder Kraft und dem Hebel- 
arme, woran sie wii*kt, auf beiden Seiten des Drehpunctes gleich 
sein müsse. Hier wirken aber auf der einen Seite 2 Krifte; daher 
muss die Summe der beiden stat. Momente ebenso gross sein, als 
das auf der anderen Seite. 

Da die Pferdekräfte hier gleich gross vorausgesetzt werden, 
so kann man jede = 1 setzen und man erhält demnach die Glei- 
chungen: L 1 .«== 1 .x+l.y 

Es ist daher ä==. a — y und = a?+2y — o, oder 

a — a;s=2y. Die gesuchten Werthe sind 

a — X ü — X a+a? 
hiemach: y = — -^r-- upd «= a- 5 — = — 77— . 

Welche Werthe ergeben sich für a = 5 Fuss, für % und y, 
bei willkübrlicher Wahl des x? 

Antw.: a?=: 0, Ä = i=jf; 

a?=^l, a=3,y = 2; 
a? = 2, « = 1, y=5|; 
a? = 3, « = 4, y= L 

Nr. 100. An einem zweiarmigen mathematischen Hebel hal- 
ten zwei Gewichte auf der einen Seite des Drehpunktes einem Ge- 
wichte auf der anderen Seite das Gleichgewicht. Wenn nun die 
Länge des Hebels =. a ist, wie gross sind dann die Hebelarme für 
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die Gewichte a^ b, e, Ton Aemn die letzteren beiden auf der 
einen Seite zusammen wirken? 

Das Gewicht a ziehe an dem Arme % und 
»» »» ^ 11 11 11 11 ^ 
11 11 c 11 11 11 11 J/» 
. Dann erhält man, da die Momente gleich sein müssen, fol- 
gende Gleichungen: 

L az-=^ bx + cg und 
II. Ä+y = ö. 
Daraus folgt : cz+cy^acy 

und (a + c)« = *jj+a, also »= — ^ — , folglich. 

bx-^-ae fl' — bs , . , 

ysia—^ ■ =s , wobei dann x 

^ a+c a+c ' 

willkühriich angenommen werden kann. 



Vermischte Aufgaben, theils mit, theils ohne 
Auflösungen. 

Nr. 1. Gieb 6 Zahlen einer arithmetischen Progression an, 
deren Summe 42 betragt. Welche Zahlen sind es? 

Aull$(iuii||. Man setze: 
a? + (»+y)+(' + 2y) + (4?+3y) + (jp+4y) + (aj + 3i^), oder 
6x+15y= 42, d.i. 
ix+ 5y = 14. 

Hieraus folgt: ^ = 3 — bA und y = 3i + l. 

Für A^ Q ist a? = 3 und y = 1 ; andere Werthe können 
nur Bruche oder negative Zahlen sein. 

Nr. 2. In Hei s Exempelbuche (3te Aufl. Köln 1850) S.268. 
Nr. 13. befindet sich folgende Aufgabe: 

Wenn in der Gleichung 7jr+3 =y statt jr nach und nach 
die, eine arithmetische Progression bildenden Werthe 3, d, 7, 9 
u. s. w. gesetzt werden, so bilden auch die hieraus sich ergeben- 
den Werthe von y eine arithmetische Reihe. Warum? 

JkuAömun^. Aus der Theorie ist bekannt, dass die Werthe 
von s und y, welche der Gleichung Tjt — y = 3 genügen, in 
Reihen fortschreiten, deren Differenzen oder Exponenten beziehlich 



32 1 und 7 sind. Da nmi £e Sien, Sten, 7ten etc; Gfieder beider 
Reihen als homologe Glieder ebenfalls gieiche Differeiuen haben 
müssen, so liegt hierin der Grund der Frage. 

Nr. 3. Man soll zwei Zahlen der Art finden, dass wenn die 
eine mit 5, die andere mit 12 multiplicirt wird, ebensoviel heraus- 
kömmt, als wenn man die Summ^ beider Zahlen mit 8 multiplicirt. 
Auflffdaiftg« Sind x, y die gesuchten Zahlen, so hat man: 
5a?+12y = 8(jp+y), oder 
5a?+12y = 8jp+8y 
d. i. 4y= 3j? 
Daher ist; j? = 4i! und y=:3i. 

Nr. 4. Man hat 2 steigende arithmetische Progressionen von 
der Beschaffenheit, dass 

das 4te Glied der ersten = dem 3ten Gliede der zweiten, 
„ 9te „ „ „ = „ oten • n r» »» 
Man soll daraus diese Progressionen bestimmen. 

Aaflosanil. 
Das Anfangsglied der I. Progr. sei =jr, ihr Expon. =», 
„ „ „ 11. „ . „ ==3f, „ „ ^^t'^ so ist 

1) x.+Sz=^y+2t 

2) a;+8Ä = y+5r, foljjich 

3) 5» = 37 

Es ist also: » = 3i und t = iA. 
Wenn daher i=*= 1, 2, 3 ... 
so ist « = 3, 6, 9 ... 
und <=*6, lOi 15 ... 
Für 2 = 3 und t = b erhSlt man^ aus ¥) und 2): 
fl?+»=3iy+l0r oder 
jr = y+ 1. 
Wenn also y = 1, 2, 3 ... 
so folgt: a?*=i2, 3, 4 ... und die Progr. sind: 
I. 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29 ... 
U: 1, 6, 11, 16, 21, 26, 31 ... 
u* s. w. 
Nr. 5. £s sind zwei ganze Zahlen « und. h gegeben; mm 
soll zwei andere finden von der Beschaffenheit, das«, wenn man 
durch dieselben die erste von den geg^nen nmitipticift und die 
dadurch entstcoideiieik Pr4^ucte durch die andere gegebene 2aU 
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dividurt, auf beiden Seiten ^eich viel «krig'« bleibt (TempeUioffs 
Analysis p. 521.) 

Aullösiiiii^. Es 8ei^ X und y die gesuchten Zahlen. 
Es gebe ax : 6 den Quot. p und den Rest r 

»» »» öjf • ^ n 11 i 11 " 11 ^? 

ferner sei «>y, so ist hiernach: 

aa;=s(p-fr und 
ay =3 (g+r, folglich 

ax — ay = tp — 6} ? oder 
a(a;— |r) = 6(i>— «). 

6(p — flf) 

Daher ist x — y = . 

a 

Sind nun die Zahlen a, hy Tf, q gegeben, oder nimmt man 
sie beliebig an, so ergeben sich für x und y unendlich viele 
Werthe, welche der Aufgabe Genüge leisten. 

Ist z.B. a=3, 6 = 7, p = 8, {=2, so erhält man a?— y=14. 

Setzt man also jr = 19, so wird y « 5 und es ist — = -^ = 

PI = 8+1; ^ = -^= 2+f Es bleibi daher in beiden Fäl- 
len derselbe Rest = 1. 

Nr. 6. Ein glücklicher Spieler zählte seine gewonnenen Dur 
caten zweimal hintereinander, das erste Mal nach Würfen von drei 
Stücken, wo ihm 2 übrig blieben, das zweite S^al nach Würfen 
von fünf Stücken, wo ihm einer übrig blieb. Er setzte sich hierauf 
von neuem zum Spiele, verlor sechs Ducaten und zählte hierauf 
die übrigen nach 7 und 11, da blieben ihm jedes Mal 3 übrig. 
Wieviele Ducaten hatte er im ersten Spiele gewonnen? 

Aoflddiuiif. Sei die gesuchte Zahl =» JV, so hat sie die 
Form 3aj+2, sowie auch 5 3^ + 1 und es ist zunächst: 

iV=34r+2 = 5y+l. 
Löst man diese Gleichung auf, so findet sich: 

jr = 5Ä— 2; y = 3Ä— 1. 
Es i3t also iV=15Ä — 4. Nach dem 2ten Spiele hat der 
Spider iV— 6 Ducaten, folglich ist iV— 6 = 7ä + 3, oder JV = 
7«+9, d.i. 15B— 4 = 7ä + 9. Darausfolgt: 

7«=läB-^lS und ä=15C+11. 
Ferner ist: 2V = 105C+86 = lU+9 oder 
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llr= 105C-f77, woraus sich ergiebt 
r=105i>+ 7. 
Denmacb ist iV» 1155D-|-86. 
Nimmt man also 2>= 0, 1 etc. 
so ist iy=86, 1241 etc. 
Nr. 7. Man verlangt 3 Zahlen dergestalt, dass | aus A 
gleich soviel als f aus B und f aus C sei ! 

Aullliduiftff« Die gesuchten Zahlen seien A=zx9 B=:y^ 
C=^%; dann ist: \x=: iy = };»• 

Da ^x = |y, so ist 3 j? = 4y, also | ^I q • 

IV ^ du 
Q • 

Es ist also: x=il2p 

»= öp 
«= 8p. 
Fürp= 1, 2, 3, 4 
ist jr=12, 24, 36, 48 

y= 9, 18, 27, 36 ^'^'^' 
s= 8, 16, 24, 32 
Nr. 8. Suchet 3 Zahlen (und zwar die kleinsten), so dass 
^ aus A ebensoviel als f aus B und | aus B ebensoviel als f aus 
C beträgt! 

AnMimun^. Diese Zaiilen seien jr, y, z^ dann ist 

folglich j? = 4m sowie y=:3m (2). 
Nun ist |y = t Ä oder 15y =r 16ä (3). 
Setzt man den Werth von y aus (2) in (3), so folgt: 
4) 45m = 16». 
Es ist also fii = 16p und jK = 45p, mithin findet sich 
j:=:64p und y = 48p. 
Setzt man p = l, so erhält man die kleinsten Zahlen, nämlich 
4 = 64, B = 48 und (7=45 
u. s. w. 

19 JT 23 

Nr. 9. Die Fälle anzugeben, wo die Formel ^g — eine 

ganze Zahl vrird. . 

19x — 23 
Aiilldfliiiiff. Es sei — öö — ' =y» so ist 19x— 23=:28y, 
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Hbratts ergiebt sich: x = 28i + 13. 

Für i = ist x = 13 und die Formel — ^ wird =8. 

Für i = 1 folgt x = tl und der Werth von y = 7 u. s. w. 

Nr. 1 0. Es sollen 3 Zahlen r, y, x von der Beschaffenheit 
gefunden werden, dass, wenn man die erste mit 7, die zweite mit 
9 und die dritte mit 11 multiplicirt, das erste Product um 1 klei- 
ner als das zweite und um 3 grösser als das dritte sei. 

Jkutiömun^* Man erhält hier folgende Gleichungen: 

1) 7a? + l = 9y 

2) 7 a? — 3 =r 1 1 «. Subtrahirt man die 2te 
von der Isten, so kommt: 3) 4=9y — 11*. Daraus findet sich 

, = ü±ti: = ,+2(H:2) Sei,+2 = 9i,so 

ist * = 9i— 2 und y=lU— 2. 

Femer ist: 7aj+l = 9y = 99i — 18, daher 

99^4-19 ... o^^ — 5 
X = jy « 14il— 2+-y-. 

Sei i— 5 = 7B, dann ist i = 7 B+5, folglich s = 99B+68; 
y = 77B+53; r = 63 ff +48. 

Wenn daher B = , 1 ... so ist 
a;==68, 167 ... 
y = 53, 130 ... 
z=43, 106 ... 

Nr. 11. Eine Partie eiserne Kugeln sollen verladen werden, 
und CS bleiben 40 Stück übrig, wenn man auf jede Fuhr 80 
Stück rechnet ; werden aber 87 auf jede Fuhr geladen , so bleiben 
42 Kugeln übrig. Wie gross ist die Anzahl der zu verladenden 
Kugeln wenigstens? 

Aoflösimif. Die Anzahl der Kugeln kann sowohl durch 
80 a;rf 40, als auch durch 87^+42 ausgedrückt werden. Es ist 
also 80 jp + 40 = 87 y + 42. Hieraus ergiebt sich y = 80 C — 46 
und die Anzahl der Kugeln ist =6960(7—3960, woraus für C=:l 
die kleinste Anzahl 3000 folgt. 

Nr; 12. Esrindvon einer 3 -^ 4-, 5-, 6-, 7- etc. seitigen 
Figur ringsherum gehend immer zwei anstossende oder benachbarte 
Seiten zusammen gegeben; man soll diese Seiten selbst finden und 
nachweisen, wie es zugehe, das« die Au%abe allemal bestimmt 
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sei, sobald die Anzahl der Seiten der Figur uog^erad« ist^ dass 

sie dagegett unbestimmt sei, wenn die Seitenzahl gerade ist. 

AuAömwvgm 1) Die Figur habe 3 Seiten jt, y, z und es sei 

Diese 3 Gleichungen sind aber unabbängig; die Hälfte ihrer 

Summe ist: 

a+h+e 

so dass nun jede der gegebenen Gleichungeh davon abgezogen wer- 
den kann, um die dritte fehlende zu erhalten. Hier ist also die 
Aufgabe völlig bestimmt. 

2) Sind die Seiten eines Fünfecks nadi der Reihe v, w, Xy 
y, z und sind diese paarweise gegeben: 

v+U) = a 

x+y=ic 

y+z-d 

M+v=ie, s« ist wieder die halbe 
Summe dieser Gleichungen: f?+w+Jp+y+* = i(a + *+c+d+e), 
so dass jetzt die Summe von je 2 der gegebwien Gleichungen hier- 
von abgezogen werden kann^ wodurch die fünfte fehlende oder 
übrig bleibende gefunden wird- Die Aufgabe ist daher bestimmt. 
Dasselbe gilt offenbar von 7^ 9, 11 u. s. w. Unbekannten, 
wenn von ihnen die Summe je zweier gegeben sind. 

3) Wenn aber bei ieinem Vierecke, dessen Seitcli w, ä?, y, x 
sind, die Gleichungen vorliegen: 

1) tö+a> = o 

2) s+y-b 

3) y+z-c 

4) z+w^d, so ist der vorige Weg 
der Auflösung nicht mehr zulässig; denn diese Gleichungen smd 
nicht mehr unabhängige. Man kann jede einzetoe ton ihnen 
wegfallen lassen, sie ist aus den 3 übrigen herzusteflen. Es w^de 
z.B. die Iste gestrichen; dann giebt (2) m (4) addirt^ 

x+y+i-^^h+di davon (8) abgezogen 

giebt: ff+t9 scft^d-^e, wd«he8 wederdie 
en&le GtehAimg i»l, weil • +d— « ä a; 
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Dasselbe lasst sich von 6, 8, IQ u. s.w. Unbekanntmi , de- 
ren Summen paarweise gegeben sind, beweisen, und jedesmal er- 
scheint die Aufgabe in solchem Falle unbestimmt. 

"VVie man aber diese Gleichungen aufzulösen habe, ist im 
Cap. 3. und 4. erklärt. 

Nr. 13. Aus der Auflösimg einer unbestimmten Aufgabe mit 
8 Unbekannten ergab sich: jr=:99B+68, y=r77B+53, « = 
63 £+43. Ein Schriftsteller giebt aber diese Werthe folgender- 
massen an: jt =? J|9 C— 31 ; y = 77C— ;J4 und « = 63C— 20. 
Man soll diese aus jenep herleiten. 

Nr. 14. Ein Obrist wurde gefragt, wie stark sein Regiment 
sei? Er antwortete: Mein Regiment, das jetzt keine 2000 Mann 
3tark ist, kapn ich zwar zu je 5, 6 und 7 Mann hoch stellen, 
ohne dass mir einer übrig bleibt; wollte ich es aber 11 und 1$ 
Mann hoch stellen, so würde ich im ersten Falle 9 Mann zu viel, 
im zweiten 8 Mann zu wenig haben. 

Nr. 15. Hundert Gulden in Louisd*or zu 9 FL 36 Kr. und 
Ducaten zu 5 Fl. 24 Kr. ohne alles Silbergeld zu bezahlen. 

Nr. 16. Hundert Thaler oder 150 Fl. in Louisd*or und Du- 
caten nach demselben Course wie vorher ohne alles Silbergeld zu 
bezahlen» 

Nr. 17. Die Zahl 15 so in drei Theile zu .theilen, dass, 
wenn der erste Theil mit 9, der zweite mit 7, der dritte mit 5 
multipUcirt wird, diese drei Producte zusanunen =r 90 sind. 

Nr. 18. Eine Gesellschaft von 20 Personen, Männer, Freuen, 
Knaben und Mädchen, hat zusammen 8 Thlr. 8 Ggr. oder 200 
G^. bezahlt, und zwar jede Frau |, jeder Knabe J und jedeß 
Mädchen | von dem, was 1 Mann bezahlte, nämlich 12 Ggr., jede 
Frau 8 Ggr., jeder Knabe 6 Ggr. und jedes Mädchen 4 Ggr. Wie- 
viel Männer, Frauen, Knaben und Mädchen waren unter der Ge- 
sellschaft? 

Nr. 19. Von zwei in einander greifenden Rädern greift der 
erste Zahn des ersten Rades gegenwärtig in die neunte Zahnlücke 
des zweiten Rades ; im Beginne der Bewegung griff der erßte ^ahn 
des ersten Rades in die erste Zahnlücke des zweiten. Wieviel 
Umläufe hat jedes der beiden Räder gemacht, wenn das erste 2|, 
das zweite 31 Zähne hat? 

Nr. 20: Wenn von zwei in einander greifenden Rädern das 
eine 12 und das andere 20 Zähne hat, wird dann jeder Zahn des 
Berkhan. 14 
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einen Rades allmählig in jede Zahnlücke des andern fassen? — 
Wie wird die Antwort heissen, wenn das eine Rad 12, das andere 
30 Zahne hat? 

Nr. 21. In Ozanam Recreations maihematiques werden zur 
Rerechnung eines Zauberquadrates, dessen Seite aus 3 Abtheilnn- 
gen besteht , folgende allgemeinen Formeln für jedes der 9 Felder 
angegeben : 

3*— 2fl, 86 — 7a, b 
2h — a, 46—3«, 66 — Sa 
76 — 6a, a, 56— 4a 

wo jeder Reihe Summe =126 — 9 a ist Man soU nachweisen, 
woher diese Formeln kommen. 

Nr. 22. Jemand eriüart, dass eine Aufgabe, welche zu den 
drei Gleichungen fuhrt: 

1) 6a?— 4y + 7i= 37 

2) 7» — 13y + 4* = — 11 

3) — ^8a?+18y — 3*= 33, unbestimmt sei. 
Ist das richtig? 

Nr. 23. Ozanam giebt zur Rildung eines Zauberquadrates von 
4 Feldern auf jeder Seite, folgende Formeln: 

a, 146— 13a, 136 — 12a, 36— 2a 

116 — 10a, 56— 4a, 66— 5a, 86— 7a 
76— 6a, 96— 8a, 106— 9a, 46— 3a 

126— IIa, 26— a, 6, 156 — 14a. 

Es wird gefragt, wie diese Formeln gefunden werden? 

Nr. 24. Gesucht werden vier ganze Zahlen von der Be- 
schaifenheit, dass wenn man je zwei derselben addirt, sechs Zah- 
len entstehen in arithmetischer Progression, deren Summe = 1716 
ist Wieviele verschiedene Auflösungen sind hier möglich? 

Nr. 25., Eine Wildhandlerin hat 10 Rebhühner auf dem 
Markte verkauft, eine zweite 25 und eine dritte 30; alle drei ver- 
kaufen gleichzeitig zu demselben Preise. — Als die Frauen zuletzt 
vom Markte weggehen, findet es sich, dass alle drei gleich viel 
Geld bei ihrem Verkaufe eingenommen haben. Es ist die Frage, 
zu welchem Preise und in welcher Art die Wildhandlennnen ihren 
Verkauf bewerkstelligten? 
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Zusätze. 

Zu $. 156. S. 119. ist hinzuzufügen: 

$. lS6a. Iiebraata. Ein Bruch y lässt sich nur «dann 

genau in einen Systembruch verwandehi, wenn sein Nenner in der 
Basis oder einer Potenz derselben aufgeht. 

Beweid« Der Bruch y kann dem Systembruchc — gleich 

gesetzt werden; dann ist x « ~~r^* ^^ i^^n ( in a aufgeht » so 
ist auch 6 ein Faktor von a* und geht daher auch b in a.a^ auf» 

$. 156 b. läeUrmmtm. Ein rein periodischer Systembruch 
wird auf einen gemeinen Bruch reducirt, wenn man die Ziffern der 
Periode zum Zähler ansetzt, zum Nenner aber die sovielte Potenz 
der Basis nimmt, als die Periode Ziffern hat und davon 1 abzieht. 

Beweis. Man kann jeden periodischen Systembruch ebenso, 
wie bei Deciraalbrüchen schreiben , z. B. 0, ahc abc .... Nun sei 
der Bruch 0, ab ... rab ...r ... gegeben, wo die Periode n ZifGem 
habe, dann setze man: 

1) « s 0, a(...ra( ...r... folglich, wenn man mit 
a*mult.: 2) a^x=^ab,..rj o6 ...rfra...r .... Zieht man (1) 
von (2) ab, so folgt: 

3) (a* — l)x=ab r. Bezeichnet mau die nziffrige Pe- 
riode mit ü, so erhält man x = ^ , . 

SuaatB. . Ist der gegebene Sy&tembnich ein gemischt perior 
discher und gehen vor der nziffrigen Periode m Ziffern (nach dem 
Komma) her und nennt man die wziffrige Zahl q, die m+nziffrige 

p, so findet man auf ähnh'che Weise: x = — f ^^ .^ . Hierzu 

o*»(a» — 1) 

wird man sich leicht einige Beispiele mit Decimal- oder Duodeci- 

malbrüchen bilden können. 

$. 156 c. Ifehraats. Wenn ein Bruch -=- in einen System- 

brucb verwandelt werden soll und es hat der Nenner mit der Ba- 
sis einen gemeinschaftlichen Factor, ausserdem aber auch einen 
Primfactor , welchen die Basis nicht besitzt , so erscheint der Sy- 
stembruch gemischt periodisch. 

14* 
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Bcweifl« Ist a prim zu (, so kann -p keinen gescUosse« 



nen Systembrach geben; wollte man nun annehmen , die Verwand- 
lung brächte einen reip periodischen Bruch zuwege, so würde 

a p (i((x* — 1) 

-£•= - 1 > folglich f = "^ — ^ sein. Dann müsste, da b 

prim zu a, nothwendig b in dem aadem Factor er* — 1 aufgehen, 
wel(^s nur angeht, wenn b prim zu a ist. 

$. 156 d. üelirflatB» Wenn der Nenner ( eines Bruches 

rj pKJm sifr^Mi^ q igJij BO entsteht bei »^ßr Ver^pndbing jeder- 

jlfMt e^ orew periq^isc^er ßystembruch und es ist der Rest,, den 
man.bei^i Schlüsse jeder Periode erhalt, dem Zahler a des gege- 
benen Bruches gleich. 

P%l0[f|f. Penn gc^s^j^ft, ^er 3ruch j, dessi^n (Blieder re- 
lativ prim sind, gebe einen gemischt -periodischen Bruch, den wir 

A«r9b ;^y;^i^ ^«««»<5*««» können, so würde g = ^(^7l*i) 

sein. Es müsste also, da a prim zu 5 ist, p-^q durch a"* theil- 
bar sein und daher p — { mit m Nullen schliessen. Dies findet 
jedöeh nidit immer statt; ist es aber der Fall, so erhält man nach 

• ' ' ' h f} 

geschehenem Aufheben der Nullen, ^—|jj^ = gese^t, fi== V.^ , 

also T = ^-z — i » welche Form einen rein periodischen Bruch be- 
b a* — 1 

zeichnet. Es müssen daher auch die Reste, welche bei der Divi- 

mm plabeUj in ununterbrochener Folge wiederkehren. 
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